Uogodlnione uklady

Calogero-Mosera-Sutherlanda,
kwantyzacja, metody topologiczne i
zwigzki z kwantowym chaosem

Katarzyna Kowalczyk-Murynka

Streszczenie

Hamiltoniany Calogero-Mosera-Sutherlanda opisuja jednowymiarowe uktady wielu czastek
z oddzialywaniem proporcjonalnym do odwrotnosci kwadratu odlegtosci. Mozna je uogél-
ni¢ zastepujac state sprzezenia w wyrazach okreslajacych oddzialywanie dodatkowymi
zmiennymi dynamicznymi, ktére zwykle nazywane sa spinowymi lub wewnetrznymi stop-
niami swobody. Klasyczne, catkowalne N-cialowe uktady tego typu, z wewnetrznymi
stopniami swobody rozpinajacymi algebre so(N), su(N) lub sp(N), pojawiaja sie w za-
skakujaco innym kontekscie, mianowicie odpychania pozioméw energetycznych w chao-
tycznych uktadach kwantowych. Z drugiej strony, kwantowe modele Calogero-Mosera-
Sutherlanda pojawiaja si¢ w obszarze topologicznej materii kwantowej, kwantowego
Efektu Halla w szczegdlnosci. Ich funkcje wilasne otrzymuje sie jako jednowymiarowe
reprezentacje stanéw Laughlina zrzutowanych na pojedynczy poziom Landaua.

Klasyczna dynamika wewnetrznych stopni swobody zostata w pewnym stopniu zbadana,

ale jej szczegoly istotne dla problemu odpychania pozioméw, takie jak istnienie doktad-
niejszej klasyfikacji modeli wewnatrz klasy ortogonalnej, unitarnej i symplektycznej,

wciaz wymagaja doprecyzowania. W przypadku kwantowym konkretne modele z wewnetrznymi
stopniami swobody byly badane, ale typowo traca one te wewnetrzna strukture w granicy
klasycznej. Modele, ktérych spinowe stopnie swobody sa w stanie przetrwaé przejscie do
granicy klasycznej, wraz z ich potencjalem zwiagzanym z efektami topologicznymi, nie
zostaly doktadnie poznane.

By¢ moze najbardziej niezwyktla cecha klasycznych uktadéw Calogero-Mosera-Sutherlanda,
wzigwszy pod uwage oddzialywania i wewnetrzne stopnie swobody, jest ich zupelna
catkowalnosé. Cecha ta jest bezposérednig konsekwencja tego, ze modele te otrzymuje sie
poprzez redukcje hamiltonowska bardzo prostego (np. swobodnego lub harmonicznego)
ruchu w przestrzeni macierzy. Proces redukeji, cho¢ mozna go zdefiniowa¢ formalnie w
jezyku geometrii symplektycznej, sprowadza sie w tym przypadku do diagonalizacji N-
wymiarowej, zaleznej od czasu macierzy X (t), przypisania jej warto$ciom wlasnym roli
potozen i eliminacji wektoréw wlasnych z rownan ruchu. Tak otrzymane funkcje okreslone
w zredukowanej przestrzeni fazowej mozna skwantowa¢ kanonicznie wedlug przepisu



Diraca. Z drugiej strony prosty uklad w przestrzeni macierzy moze zostaé¢ skwantowany,
a nastepnie sparametryzowany przez wartosci i wektory wtasne.

W ramach formalizmu hamiltonowskiego pokazatam, ze macierzowe uogoélnienie modelu
Calogero-Mosera zwigzane z algebrami Liego jest réwnowazne innemu, wektorowemu
sformutowaniu, w ktorym wewnetrzny stan kazdej czastki opisany jest zespolonym wek-
torem. Wymiar podprzestrzeni rozpinanej przez te wektory (réwnowazny rzedowi macierzy
z odpowiedniej algebry Liego) jest stala ruchu, ktéra wykorzystalam do klasyfikacji
modeli. Pokazatam, ze modele z czysto urojonymi macierzami opisujacymi wewnetrzne
stopnie swobody w chwili poczatkowej maja specjalne wilasnosci: ich trajektorie w do-
brym przyblizeniu opisuja dynamike modeli bez wewnetrznych stopni swobody ale z
roznymi warto$ciami statych sprzezenia, a takze maja minimalne zbiory osiggalne. Do-
datkowo, laczac macierzowe i wektorowe stopnie swobody i przeprowadzajac opisana
wczesniej redukcje otrzymalam nowy catkowalny model z oddzialywaniami zaleznymi
od odwrotnosci odleglo$ci miedzy czastkami. Poprzez kanoniczna kwanyzacje uktadu
z wewnetrznymi stopniami swobody i redukcje kwanowego ukladu swobodnego otrzy-
malam dwa rézne hamiltoniany. Hamiltonian otrzymany z redukcji uktadu swobodnego
posiada dodatkowy wyraz — 1 Yic; (';‘i(:j‘))Q gdzie o = 1,2 odpowiednio w przypadku
stopni swobody nalezacych do algebry so(N) lub su(N). Wyraz ten wprowadza przycia-
ganie w modelu ortogonalnym. Zidentyfikowatam niektére z nieprzywiedlnych reprezen-
tacji algebry rozpinanej przez obserwable zwigzane z wewnetrznymi stopniami swodody,
wprowadzajacych do hamiltonianu macierze diagonalne, oraz znalaztam wartosci i wek-
tory wlasne w przypadku N = 3.

Klasyczne wyniki moga zostaé¢ zastosowane w dalszych badaniach nad problemem dy-
namiki pozioméw energetycznych. Spodziewany rozkltad prawdopodobienstwa odleglosci
miedzy poziomami dla czysto urojonych macierzy rézni sie od tego, ktéry odpowiada
wszystkim macierzom nalezacym do algebry su(N). Podobnie, mozna sie spodziewaé
réznic w rozktadach w zaleznosci od rzedu macierzy opisujacej wewnetrzne stopnie swo-
body. Praca nad ukitadami kwantowymi moze byé kontynuowana w dwoéch gléwnych
kierunkach: redukcja kwantowa moze zosta¢ wykonana w przypadku symplektycznym,
oraz widma i funkcje wlasne moga zosta¢ znalezione (jesli nie Scisle, to przynajmniej
w przyblizeniu) dla wiekszej liczby czastek i wiekszych wymiaréw przestrzeni standéw
wewnetrznych. Skoficzenie wymiarowa przestrzen stanéw wewnetrznych, po doktadnym
zbadaniu, moze postuzy¢ za dodatkowy wymiar, czyniac caty uktad dwuwymiarowym i
podatnym na efekty topologiczne.
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