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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Lorenzo Mattioli, p.t.
,Quantum Universality and Membership Problems”

Rozprawa doktorska mgra Lorenzo Mattioli dotyczy poszukiwania prostych kryteriow algebraicznych
pozwalajgcych na stwierdzenie, czy dany zestaw bramek kwantowych (zbiér operacji unitarnych)
pozwala na skonstruowanie, z dowolnie dobrg doktadnoscig, dowolnej operacji unitarnej nad dang
przestrzenig (problem uniwersalnosci — ang. universality problem), oraz czy dana operacja moze zostac
przyblizona z dowolnie dobrg doktadnosciag poprzez sktadanie operacji nalezagcych do danego zbioru
(problem nalezenia —ang. membership problem). Sgto fundamentalne zagadnienia teoretyczne lezgce
u podstaw catej dziedziny obliczet kwantowych.

Wyniki

Autor rozpoczyna rozprawe od przedstawienia motywacji badan, podkreslenia wagi problemu
uniwersalnosci bramek kwantowych, przedstawienia znanych wynikéw oraz streszczenia gtdwnych
wynikoéw pracy.

Nastepnie przystepuje do niezwykle drobiazgowego i pedagogicznego wprowadzenia wszystkich pojeé
matematycznych potrzebnych do zrozumienia gtéwnych twierdzen pracy dotyczacych grup i algebr
Liego. Najwazniejszym pojeciem, ktére jest kluczowe w sformutowanych i udowodnionych przez
autora twierdzeniach jest pojecie centralizatora danego zbioru elementéw algebry Liego, czyli takiego
zbioru elementdéw algebry Liego, ktére komutujg z wszystkimi elementami danego zbioru.

Oryginalne wyniki pojawiajg sie w Rozdziatach 5,7,8. Autor najpierw skupia sie na problemie
uniwersalnosci i nalezenia w kontekscie ogdlnych algebr Liego (rozdziat 5) aby w kolejnych rozdziatach
przejs¢ do analizy problemu dla grup Liego i w szczegdlnosci dla grupy SU(d) (rozdziaty 7,8), co
odpowiada oryginalnej motywacji badania uniwersalnosci i problemu nalezenia w kontekscie bramek
kwantowych.

W Rozdziale 5, autor wprowadza pojecie pomocniczego operatora rzutowego danego podzbioru
algebry Liego (auxillary projector), ktory jest bezposrednio powigzany z pojeciem centralizatora (obraz
operatora rzutowego pokrywa sie z centralizatorem). Dzieki temu autor jest w stanie podac konieczne
i dostateczne warunki dla problemu nalezenia dla elementéw algebr Liego (Twierdzenie 5). Warunki sg
wyrazone z jednej strony poprzez réwno$¢ centralizatoréw obrazu dziatania dotgczonego na
odpowiednie zbiory elementow algebry Liego i rownos¢ wymiarédw przestrzeni rozpietej przez
elementy uzyskane przez dziatanie rzutowego operatora pomocniczego na elementy zbioréw.
Bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 5 jest Twierdzenie 6 formutujgce konieczne i dostateczne
warunki dla uniwersalnosci danego zbioru elementéw algebry Liego.

W Rozdziale 7 autor prezentuje wyniki dotyczace grupy SU(d). Twierdzenie 11 podaje warunki
konieczne i dostateczne na uniwersalno$¢ danego podzbioru grupy SU(d). Twierdzenie to poza
warunkiem wykorzystujgcym pojecie centralizatora reprezentacji dotgczonej wykorzystuje dodatkowo
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pojecie uogdlnionego centrum grupy SU(d). Autor wskazuje na niedoskonatos¢ takiego rozwigzania
problemu uniwersalnosci zaréwno od strony praktycznej (numerycznej ztozonosci sprawdzenia
warunkdéw) jak i estetycznej (wykorzystanie nienaturalnych struktur matematycznych). To prowadzi do
najwazniejszego wyniku pracy czyli Twierdzenia 13, w ktérym autor podaje konieczne i dostateczne
warunki na uniwersalnos¢ danego podzbioru SU(d) w oparciu jedynie o pojecie centralizatora
obliczonego jednak nie na reprezentacji dotagczonej, a na odpowiednio skonstruowanej reprezentacji
tensorowej grupy SU(d). W dalszej czesci pracy autor bardziej szczegdétowo prezentuje konsekwencje
twierdzenia i pokazuje rowniez wnioski jakie mozna wyciggna¢ odnosnie efektywnosci przyblizania
dowolnych operacji unitarnych przez operacje z danego podzbioru SU(d).

W ostatnim rozdziale 8 autor analizuje problem nalezenia dla grupy SU(d) i pokazuje, ze w odrdznieniu
od przypadku algebr Liego w tym przypadku nie wydaje sie mozliwe znalezienie prostego koniecznego
i dostatecznego warunku rozwigzujgcego ten problem w petnej ogdlnosci.

Ocena i uwagi krytyczne

Pierwsze co rzuca sie w pracy to jej wybitnie matematyczny charakter. Ma to zaréwno dobre jak i zte
strony. Czytajgc prace, mozna faktycznie doceni¢ wyjgtkowa elegancje gtéwnego wyniku autora
(Twierdzenia 13), gdyz autor w niezwykle drobiazgowy sposdb prowadzi czytelnika od najbardziej
elementarnych pojeé, az do najbardziej zaawansowanych twierdzen. Doceniajgc elegancje prezentacji,
nie sposdb jednak nie zauwazyé, ze bardzo brakuje w pracy odniesien do zagadnien fizycznych. W
zasadzie poza wstepnym rozdziatem, gdzie takie odniesienia sie pojawiajg, brakuje zastosowan
uzyskanych wynikéw w fizycznych modelach obliczern kwantowych. Wiemy, ze dla zagadnienia bramek
gubitowych uzyskane wyniki raczej nie bedg prowadzi¢ to jakis nowych zaskakujgcych obserwaciji. Nie
mniej istniejg platformy obliczer kwantowych gdzie w naturalny sposdb elementarne bramki nie maja
charakteru qubitowego. Przyktadem mogg by¢ obliczenia na platformach optycznych, wykorzystujgce
elementy liniowej i nieliniowej optyki do przeprowadzania obliczen kwantowych. Wiadomo np. ze aby
mac wykonywac dowolne obliczenia wykorzystujgc takie platformy, poza elementami liniowe optyki
potrzebna jest nieliniowa bramka np. non-linear phase shift gate. Bramke taka np. w schemacie KLM
realizuje sie wykorzystujgc trzy mody optyczne. Zastanawiam sie, czy uzyskane w tej rozprawie wyniki
mogtyby co$ nietrywialnego powiedzie¢ o problemie uniwersalnosci w tego typu paradygmacie
obliczen. Innym przyktadem, mogtyby by¢ modele obliczen na putapkowanych jonach
wykorzystujgcych wiecej niz dwa poziomy energetyczne dla zapisu informacji, lub niestandardowe
pomysty na kodowanie stanéw logicznych w uktadach nadprzewodzacych, obecnie najpowszechniej
wykorzystywanych jako platformy dla obliczert kwantowych.

Ponadto, w pracy bardzo by sie przydato wiecej przyktaddéw zastosowania twierdzenia do konkretnych
zestawdw bramek, nawet bez odniesien do konkretnych realizacji fizycznych, aby pokazaé praktyczne
uzycie twierdzenia i wskaza¢ na nietrywialne wyniki jakie dzieki niemu mozna uzyskaé. Wobec braku
takich przyktadow czytelnik, moze zachwycac¢ sie nad elegancjg twierdzenia ale pozostaje niedosyt
odnosnie praktycznej wartosci tego twierdzenia i sity potencjalnie uzyskanych dzieki niemu wynikéw.

Praca jak na rozprawe doktorska nie jest zbyt obszerna, co jednak z uwagi na jej bardzo matematyczny
charakter ma uzasadnienie, gdyz kazda strona jest ,gesta” od rozumowan matematycznych. Nie mniej
wydaje sie, ze skromna bibliografia (25 pozycji) nie oddaje chyba catego zakresu prac dotyczacego tego
problemu, a jesli nawet zawiera wszystkie istotne prace z punktu widzenia zaprezentowanych
wynikéw, to jednak warto by dac czytelnikowi nieco szerszg perspektywe na dziedzine obliczen
kwantowych, réwniez z bardziej fizycznego punktu widzenia — chocby wspomnie¢ o dzisiejszym
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rozwoju komputerow kwantowych i perspektyw realizacji uniwersalnego komputera kwantowego
uzywajac réznych platform fizycznych.

Doceniam réwniez, dbatosé¢ autora o jak najjasniejsze i pedagogiczne wprowadzenie wiekszosé
niezbednych poje¢, cho¢ kilka z nich jednak pojawito sie implicite bez podania definicji: ideaf,
rozwigzywalnos¢ algebry, czy dziatanie dotaczone. Sg to moze standardowe pojecia w teorii algebr
Liego, ale w sytuacji gdy wiekszos¢ znacznie bardziej elementarnych pojec¢ byta wprowadzana jawnie,
nie jest do konca jasne dlaczego te pojecia rowniez nie zostaty jawnie zdefiniowane. Ponadto, przy
okazji pewnych definicji, takich jak np. rzutowego operatora pomocniczego brakowato tez prostych
przyktadow ilustrujgcych wtasnosci wprowadzonego pojecia.

Podsumowanie.

Praca zachwyca elegancjg matematyczng i dowodzi niezwyktej biegtosci autora w poruszaniu sie w
tematyce algebr i grup Liego. W petni podzielam zdanie autora odnosnie Twierdzenia 13, ktérego
niezwykta elegancja jest faktycznie zaskakujgca. Jako, ze jednak jest to rozprawa z dyscypliny nauk
fizycznych, duzy niedosyt pozostawia bardzo skromny zakres odniesien do zagadnien fizycznych, a w
szczegolnosci sugestii platform oblicze kwantowych, gdzie w naturalny sposéb pojawiaja sie
elementarne bramki na przestrzeniach wiekszych niz dwuwymiarowe i gdzie uzyskane twierdzenia
mogtyby mie¢ bezposrednie przetozenie na pewne praktyczne stwierdzenia dotyczace zestawow
bramek kwantowych gwarantujgcych efektywng uniwersalnos¢ obliczer kwantowych.

Mimo tej uwagi krytycznej, uwazam ze przedstawiona mi do recenzji rozprawa spetnia wszystkie
wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej do
dalszej czesci postepowania.
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