I. Formy Rézniczkowe i Analiza Wektorowa

1. Wektory styczne jako operatory rézniczkowe

W przestrzeni afinicznej A", ktorej odpowiada “styczna do niej” przestrzen wektorowa
V", wektor v mozna parametryzowac¢ wspotczynnikami rozktadu wzgledem dowolnej bazy

{ei}:
n
v = Z v'e;,
i=1

gdzie v* to liczby, ktére nazywamy skladowymi wektora v wzgledem bazy {e;}. Takie
wektory sa “wolne”: mozemy je “zaczepia¢” w dowolnym punkcie. Mozna tez rozwazac
przestrzen wektorow zaczepionych w danym punkcie. Nie wnosi to jednak nic nowego,
bowiem w geometrii afinicznej przestrzenie wektoréw zaczepionych w réznych punktach
sa ze sobg kanonicznie izomorficzne: sa one kanoniczne izomorficzne tej samej przestrzeni
wektoréw wolnych V™.

W geometrii rézniczkowej, przestrzenie wektorow stycznych do krzywej powierzchni
(np. do powierzchni sfery) sa rézne w réznych punktach. Chcieliby$my tak umieé¢ kodo-
waé informacje o takim wektorze, aby nie odwolywacé sie do duzej przestrzeni afinicznej, w
ktérej wszystko jest “zanurzone”. By¢ moze, bowiem, przestrzen (albo czaso-przestrzen)
w ktérej zyjemy jest taka “krzywa powierzchnia” i nie ma poza nia zadnej uniwersalnej
przestrzeni afinicznej, do ktorej moglibysmy sie odwolywa¢. W tym celu wygodnie be-
dzie interpretowaé wektory zaczepione w danym punkcie jako rézniczkowania (operatory
rézniczkowe pierwszego rzedu).

Pokazemy teraz, ze taka interpretacja jest rzeczywiscie mozliwa. Wezmy wektor v € V"
i punkt x € A™. Para (x, v) definiuje operator r6zniczkowy v, pierwszego rzedu “zaczepiony
w punkcie z”, dzialajacy na funkcje, ktorego warto$¢ na danej funkcji jest rowna pochodne;j
kierunkowej tej funkcji w kierunku wektora v, obliczonej w punkcie x:

C'(A)> f — v(f) = f'(z) - v € R,

gdzie C1(A) oznacza przestrzen funkcji raz rézniczkowalnych w sposéb ciggly, wyposa-
zona w topologie zbieznosci jednostajnej wraz z pierwszymi pochodnymi. Operator ten ma
nastepujace wtasnosci, ktére przyjmiemy pédzniej jako aksjomaty:

1) liniowos¢: v (af + Bg) = av, (f) + Bu(g),

2) ciaglosé: jedli ciag funkeji f, € C(A) jest zbiezny do fo € C1(A) (w topologii C*, tzn.
jednostajnie, wraz z pierwszymi pochodnymi) to v, (f,) zbiega do v.(fo),

3) reguta Leibniza: v, (fg) = f(z)v.(g) + g(x)v.(f).

Okredlenie “zaczepiony w punkcie z” odnosi si¢ do tego, ze w drugim aksjomacie
pojawiaja si¢ wartosci funkcji f i g obliczone wiasnie w tym punkcie. Gdy nie prowadzi to
do nieporozumien, bedziemy niekiedy opuszczali to okreslenie.

Twierdzenie. Kazdy operator rézniczkowy pierwszego rzedu zaczepiony w z (od-
wzorowanie spelniajace powyzsze aksjomaty) jest powyzszego typu, tzn. jest zadany przez
pare (z,v), gdzie v € V.



Dowéd. (Podamy idee przewodnia dowodu, pomijajac pewne szczegdly techniczne). Niech
bedzie dany operator rézniczkowy v, speliajacy aksjomaty. Wybierzmy w A™ jakikolwiek
prostoliniowy uklad wspétrzednych (7%), zwigzany z wyborem pewnej bazy:

n
y(t) =z + ZTkek.
k=1
W otoczeniu punktu x funkcje f mozna roztozyé¢ w szereg Taylora:

fly(r) = fz) + )7 ar + R(7),

k=1

gdzie R jest funkcja, ktéra znika w zerze wraz ze swymi pochodnymi pierwszego rzedu.
Wspoétezynniki rozwiniecia ay sa dane ze wzoru Taylora, jako wartosci odpowiednich po-
chodnych funkcji f w punkcie x:

ap = d?f(as—l—T €i)|r=0 =: Wf(x) )

Wykazemy teraz, ze operator rézniczkowy v, daje wynik rowny zeru, gdy zastoso-
waé go do pierwszego (stalego) wyrazu w powyzszym rozwinieciu funkeji f. Wynika to z
ponizszego lematu:

Lemat. v,(1) =0
Dowéd. v, (1-1) =v,(1) + v, (1)

Stosujac ten lemat do dowolnej funkcji stalej f(7) = ¢ = ¢ - 1(7) otrzymujemy z
liniowosci v, (c) = cv,(1) = 0.

Okazuje sig¢, ze v, znika réwniez na trzecim wyrazie rozwinigcia, bowiem — jak za
chwile pokazemy — znika na dowolnej funkcji ktérej wartos¢ w = oraz warto$é¢ wszystkich
jej pierwszych pochodnych w x jest rowna zeru. W trakcie dowodu bedzie nam potrzebna
dowolna funkcja v zmiennej rzeczywistej, o nastepujacych wlasnosciach:
Dyt)=1ldat<i
2)Y(t)=0dlal <t
3) ¢ jest klasy C*.

Istnienie takich funkcji (nawet klasy C*°) bylo wykazane wczesniej.

Mozemy teraz wykazaé¢ nastepujacy
Lemat. Operator v, ma wlasnos¢ lokalnosci: jesli dwie funkcje f i g sa sobie rowne w
pewnym otoczeniu punktu x to v, ich nie rozréznia, tzn. v, (f) = v.(g).

Dowdéd. Rozwazamy funkcje h := f — g, ktora znika w pewnym otoczeniu punktu x, tzn.
— w jezyku wspoétrzednych (7%) — w pewnym otoczeniu zera. Wezmy tak malg liczbe € > 0,
by to otoczenie zawierato kule

n

K(0,6) = {(T)|Y_(7")* < €} .

k=1
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Jesli teraz potozyé

gdzie

to 1. zeruje sie tozsamos$ciowo poza tym otoczeniem. A zatem funkcja h - 1. zeruje sie
tozsamosciowo, bowiem h znika w epsilonowym otoczeniu zera za$ 1. — poza nim. Mamy
wiec:

0 =1v;(0) = vz(h - e) = v:(h)1he(0) + v2:(e)(0) = v(h) = v (f) — v2(g) ,

co konczy dowdd lokalnosci operatora v,,.

Aby wykazaé, ze v, (R) = 0 rozwazymy teraz ciagg funkcji R, := R - 1. Poniewaz 1,
jest réwna jedno$ci w pewnym otoczeniu zera, to R, pokrywa si¢ z R w tym otoczeniu. Z
lokalnosci wynika zatem: v, (R.) = v, (R). Latwo jednak pokazaé, ze gdy R i jej pochodne
znikaja w zerze, to ciag funkcji R. zbiega do zera w sensie C'. Z ciggloéci operatora v,
mamy zatem:

0= hII(l) Uy (Re) = lirr(l)vm(R) = v, (R) .

Ze znikania v, na pierwszym i ostatnim wyrazie rozwiniecia funkcji f wynika:

n n
= U(Z TkCLk) = Z ag v (T
k=1 k=1

Oznaczmy wynik dzialania operatora v, na funkcji liniowej 7% jako v* := v, (7%).
Mamy wiec:

-2 VT i) = (Y ve)leo = (@) (D vted)
k=1 k=1

a zatem v, jest rzeczywiscie operatorem rézniczkowania w kierunku wektora Y, _, v'e;.
Widzimy, ze skladowe v* tego wektora mozna otrzymaé jako wynik dzialania operatora v,
na funkcje liniowe 7%. Bedziemy w przyszloéci identyfikowaé operator rézniczkowy pierw-
szego rzedu v, z wektorem v := ) ;_, v'e;, w ktorego kierunku ten operator rézniczkuje.
Przy tej identyfikacji piszemy zatem

0
Z kBTk = W

W ostatniej rownosci po raz pierwszy zastosowaliSmy konwencje sumacyjng Einsteina
polegajaca na tym, ze jesli w danym wzorze ten sam wskaznik pojawia sie dwa razy: raz na
dole i raz na gorze, to nalezy rozumieé, ze przed calym wyrazeniem stoi znak sumowania
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po wszystkich mozliwych wartosciach tego wskaznika. Mozliwo$¢ opuszczania znaku sumy
znacznie upraszcza wzory i — jak sie okazuje — nie prowadzi do zadnych nieporozumien,
jesli tylko poprawnie stosujemy konwencje Einsteina.
Przy powyzszej identyfikacji operator rézniczkowy pierwszego rzedu % utozsamiamy

zatem z k-tym elementem ej bazy przestrzeni V™.
Cwiczenie. Wezmy kartezjanski i sferyczny uktad wspoétrzednych w przestrzeni euklideso-
wej E3. Znalezé¢ zwigzek miedzy %, 8%, % a %, %, %. Nastepnie udowodnié, ze wektory
%, %, % sa wzajemnie ortogonalne oraz policzy¢ dtugosé wektora %.
Mamy nastepujace zaleznosci:

x = rsin(0) cos(p),

y = rsin(@) sin(p),

z =1rcos(f).

a 0x 0 ayg 822

or  orox  oroy | oros
0 020 Oyd  0:0
00 000x 000y 000z
0 or 0 oy 0 0z 0

dp D0z  dpdy  Opoz

0 . 0 : . 0 0
= sin(6) cos(gp)% + sin(0) Sm(go)a—y + COS(Q)& =
_r9 y9o 20 _x Y, %

S rdr rdy rodz r " oor Y gr’

0 0 : 0 : 0
2 =" cos(6) cos(gp)% + 7 cos(f) sm(go)&—y —r sm(@)a =

B ZT zY

9 9 _,
or 00

0 ? 22z? Zzyz 2 2 2 2 2
H% :x2+y2 x2+y2+x +y =ty +2=r

2. Rozmaitosci rézniczkowe. Przestrzen styczna

Jezyk, ktéry rozwineliSmy powyzej, stuzy do opisu takich obiektéw geometrycznych
jak pole wektorowe w dowolnej (krzywoliniowej) parametryzacji (7%) przestrzeni afinicznej
A", Umiemy ttumaczy¢ ten opis z jednej parametryzacji do drugiej i nigdzie nie musimy
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korzystac¢ z informacji, ze przestrzen w ktérej uprawiamy te geometrie jest plaskq przestrze-
nia afiniczna. Okazuje sig, ze ta informacja jest rzeczywiscie nieistotna z punktu widzenia
zdefiniowanych powyzej operacji. Wszystkie je mozna uprawia¢ w dowolnej “krzywej” prze-
strzeni.

Pozostaniemy na prostym, intuicyjnym poziomie i bedziemy “dopuszczali do konku-
rencji” takie krzywe przestrzenie, ktore mozna zdefiniowa¢ w przestrzeni afinicznej A"
skonczona iloscia rownosci:

Gl (33) =0
E )
Gk (33) =0

gdzie G; sg funkcjami rzeczywistymi na A™, odpowiednio gtadkimi. Bedziemy przy tym
zakladaé reqularnosé powyzszego uktadu, tzn. niezaleznosé powyzszych rownan. Chodzi o
to, by nie dublowa¢ warunkow niosacych te sama informacje. Dla réwnan nieliniowych nie-
zaleznos¢ formutujemy tak, jak w twierdzeniu o odwzorowaniach uwiktanych: zakladamy,
ze ich rézniczki sg niezalezne. W dalszym ciggu zatem przyjmiemy nastepujaca definicje:
Definicja. Przez m-wymiarowa rozmaitoéé rézniczkowalng M klasy C! rozumiemy zbior
punktéw dowolnej, n-wymiarowej przestrzeni afinicznej A", zdefiniowanych jako zbidr
wszystkich rozwiazan powyzszego, regularnego uktadu warunkéw, przy czym:
1) “regularnos$é¢” ukladu oznacza, ze w kazdym punkcie © € M zbiér rézniczek (dG;(x))
funkcji definiujacych G; jest liniowo niezalezny,
2) wymiar m oznacza, ze zachodzi: m + k = n (wymiar rozmaitosci jest réwny wymiarowi
przestrzeni minus ilo$¢ réwnan),
3) klasa C! oznacza, ze funkcje definiujace G; sa rézniczkowalne conajmniej [ razy w sposéb
ciagly.

Gdy wezmiemy wektor “styczny” v do A™ w punkcie z € M, to na ogot “wystaje” on
z M, tzn. punkty linii prostej x + 7v nie naleza do M poza T = 0, bowiem G;(x + Tv) # 0.
Wektory styczne do M to takie, ktére “najmniej wystaja”, tzn. takie, na ktorych powyzsze
wyrazenie zeruje sie przynajmniej w czeSci liniowej wzgledem parametru 7. Wtedy co
prawda warunki definiujace GG; = 0 nie sa na ogdl spelnione, ale lewa strona jest mata
wyzszego rzedu w zmiennych 7.
Definicja. Przestrzenia styczna do M w punkcie z € M nazywamy przestrzen wektorowa
T, M C V™ na ktérej zeruja sie rézniczki dG;(z) funkeji definiujacych:

T.M :={v e V" <dG;(x),v >=0} .
7 regularnosci warunku definiujacego wynika, ze T, M jest m-wymiarowa przestrzenia
wektorowa.
Niech (eq,... em) bedzie dowolng baza tej przestrzeni. Uzupemhijmy ja dowolnymi

wektorami hq, ..., hy do bazy calej przestrzeni V. Punkty przestrzeni A” mozemy para-
metryzowaé parametrami (7¢,717), gdzie i = 1,...,m; j = 1,..., k, w nastepujacy sposéb:

m k
y=x+» 7+ 1h;.
i=1 j=1
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W tej parametryzacji rozmaitosé¢ M jest zadana przy pomocy k rownan na k niewiadomych
n’. Z twierdzenia o funkcjach uwiklanych wynika, ze réwnania te definiuja (przynajmnie;
w pewnym otoczeniu zera w R™) funkcje uwiklang

R™ 3> (1Y) — (FI(1)) € RF

i taka, ze w pewnym otoczeniu punktu x punkty y € A™ naleza do M wtedy i tylko wtedy
gdy zachodzi réwnanie ‘ ‘
' =FN(r) .

W ten sposob z opisu “uwiklanego” rozmaitosci (jako zbioru rozwiazan uktadu réwnan)
mozemy zawsze przejs¢ do opisu “parametrycznego”, jako zbioru punktéw postaci:

m k
y(r)=z+ Y tei+ > Fi(r)h; .
i=1 j=1

Z twierdzenia o funkcjach uwiklanych otrzymujemy tez:

()

bowiem pochodne funkcji G* po 7%, to pochodne w kierunku e;, zaé wektory styczne do
M byly wlasnie zdefiniowane w ten sposéb, ze pochodne G w ich kierunku znikaja.

Taka parametryzacja (inaczej: mapa) jest na ogél okreslona tylko w pewnym otoczeniu
punktu x, a nie globalnie. Aby uprawia¢ geometrie na M nie wystarczy zatem jedna mapa,
ale ich zbiér (inaczej atlas) pokrywajacy cate M. Z konstrukcji map wynika, ze gdy jakis
punkt y nalezy do dwu réznych map, to przejécie od jednych wspétrzednych (7¢) do dru-
gich wspoétrzednych (%) jest lokalnym dyfeomorfizmem (odwzorowaniem rézniczkowalnym,
odwracalnym) klasy C!, z R™ w R™.

Definicja wektora stycznego, ktora przyjeliémy powyzej, odwoluje sie do przestrzeni
A™ w ktoérej jest “zanurzona’ nasza rozmaitos¢ M. Dzieki istnieniu lokalnych map, mo-
zemy jednak podaé¢ réwnowazna definicje “wewnetrzna” (po angielsku: intrinsic), ktéra
nie odwotuje si¢ do niczego poza M. Oczywiscie nie moze to by¢ definicja wektora jako
uporzadkowanej pary punktéw (poczatek i koniec) jak w przestrzni afinicznej, bowiem —
jak wiemy — taki wektor na ogét “wystaje” z M i wcale nie jest don styczny. Zauwazmy
jednak, ze mozemy bez zadnych zmian wzia¢ definicje wektora stycznego do M w punkcie x
jako operatora rézniczkowego pierwszego rzedu, zaczepionego w z, dzialajacego na gtadkie
funkcje okreslone na M.

Jako funkcje gtadkie na M mozemy braé¢ obcigcia do M gladkich funkcji okreslonych
na A". Taka funkcja definiuje lokalnie (w otoczeniu punktu zg) funkcje parametréw 7 dana
wzorem f(7) := f(y(7)). Odwrotnie, gdy mamy gladka (klasy C') funkcje f parametréw
T, to pochodzi ona z obciecia do M pewnej funkcji okreslonej w A™, na przyktad funkcji,
ktéra we wspolrzednych (7%, 1) wyraza sie wzorem f(7%,17) := f(7%).

I znéw widzimy, ze do okreslenia gladkosci funkcji mozemy zapomnie¢ o A" i po-
stugiwaé si¢ tylko lokalnymi mapami. Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie udowodnione

J

OGF
ot
k

OF7
or? (0)=-

(0) =0
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poprzednio. A zatem kazdy operator rézniczkowy dzialajacy w punkcie nalezacym do M
jest postaci:

v="1" 4
9t

Poza tym, wzér na pochodna funkcji ztozonej implikuje tozsamosé

0
ort

0
ort

f flzo+T'ei + FI(T)hy) = ei(f) + o=

gdzie e;(f) oraz h;(f) oznaczaja wynik dziatania wektoréw na funkcje w A", ktore pozna-
liSmy poprzednio, tzn. rézniczkowaniem funkcji f w kierunku tych wektorow.
Otrzymujemy stad identyfikacje

0
or't

=€; .

o)
oT?

Zatem nasz operator rézniczkowy na M, ktory jest postaci v = v°
z wektorem v'e;, stycznym do M w duzej przestrzeni A™.

Jest jasne, ze wszystkie wektory z przestrzeni T, M sa tej postaci, bowiem przecho-
dzac do parametryzacji punktéw rozmaitoéci M przy pomocy wspoéirzednych 78, mozemy
traktowaé funkcje na M jako funkcje wspolrzednych. A zatem nasz dowéd mozemy bez
zmian przenie$¢ na ten przypadek.

mozemy identyfikowac

W tej chwili mozemy juz zupelnie “zerwaé¢ pepowine” wiazaca nas z geometria afi-
niczng i zapomnie¢ o wszystkim poza M i jej atlasem. Oczywiscie, geometria afiniczna
pozwala nam skonstruowaé atlas dla rozmaitosci definiowanych przy pomocy regularnego
uktadu rownan i wyobrazadé sobie intuicyjnie wektory styczne do takich rozmaitosci. Pod-
kreslamy jednak, ze do uprawiania geometrii na M mozna zapomnie¢ skad si¢ wzial atlas.
Nie musimy interpretowa¢ wektora v jako wektora w duzej przestrzeni wektorowej V"™,
stycznej do duzej przestrzeni A". Wystarczy nam jego interpretacja jako operatora roz-
niczkowego pierwszego rzedu, dzialajacego na funkcje okreslone na M. Zanurzanie M w
A" bylo pozyteczne, bo pozwalalo nam konstruowaé¢ wygodne parametryzacje punktéw
powierzchni M przy pomocy parametréw (79) € R™. Jedli jednak juz mamy jaka$ pa-
rametryzacje, to mozna zapomnie¢ skad si¢ wzieta i uzywacé jej np. do reprezentowania
wektorow stycznych do przestrzeni M (tzn. operatoréw rézniczkowych na M) jako kombi-
nacji liniowych operatoréw (wektoréw) postaci %, bez koniecznoéci “wychodzenia” poza
M i interpretowania tych wektorow w wiekszej przestrzeni A”.

Mozemy zatem mysle¢ abstrakcyjnie o M jako o rozmaito$ci rozniczkowalnej, tzn. o
parze (M, A), gdzie M jest zbiorem punktéw zas A jest atlasem, tzn. zbiorem wszyst-
kich dopuszczalnych lokalnych parametryzacji (map). Méwimy, ze atlas jest klasy C!, jesli
transformacja jednych wspélrzednych na drugie (w obszarze gdzie obie parametryzacje sa
okreslone) jest lokalnym dyfeomorfizmem R™ na R™.

Na takiej rozmaitosci mozna zdefiniowa¢ funkcje gladka f jako taka, ktora daje gladka
funkcje f, gdy wyrazimy jej wartos¢ w zaleznosci od lokalnych wspoétrzednych, uzywajac
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w tym celu jakiejkolwiek mapy z atlasu A. A zatem definiujemy przestrzen styczna T, M
do M w punkcie z jako przestrzen wszystkich operatorow roézniczkowych “zaczepionych”
w punkcie z. Jedli wybierzemy dowolna mape (7¢) w otoczniu x, to operatory % stanowig,
baze przestrzeni T, M, tzn. kazdy wektor jest kombinacja powyzszych, czyli moze by¢ jed-
noznacznie przedstawiony w postaci v = Ve a?i' Liczby v’ nazywa sie skladowymi wektora
v wzgledem ukladu wspéhrzednych (7). Jesli wybierzemy jakakolwiek inna parametryzaje
(t*), to twierdzenie o rézniczkowaniu superpozycji daje nam mozliwoéé przedstawienia

starej bazy wzgledem nowej:

o ot 9
ot o7t otk

Wynika stad wzor na zamiane sktadowych wektora przy przejsciu do nowej parametryzacji:

o ot .0

v =1

ori - U oriotk U ok

(uwaga na konwencje Einsteina), gdzie oznaczylismy przez 7* sktadowe tego samego wek-
tora v, ale wzgledem nowej bazy:
I ot*
ort

Zwracamy uwage, ze wektory zaczepione w réznych punktach nie majg ze sobg nic
wspdlnego. Naleza do réznych przestrzeni i np. nie mozna ich dodawaé do siebie. (Gdyby
wszytko bylo zanurzone w duzej afinicznej przestrzeni A™, to oba te wektory mozna trakto-
wac jako elementy duzej przestrzeni wektorowej V" i dodac¢ do siebie. Wynik takiej operacji
nie jest na ogot styczny do M. A zatem z punktu widzenia “wewnetrznego”, jesli chcemy
calg nasza geometrie uprawia¢ w krzywej przestrzeni M i nie odwolywaé sie¢ do niczego
poza nig, to taka operacja nie ma sensu).

Mozna rozwazaé tez pola wektorowe, tzn. rodziny wektorow “po jednym w kazdym
punkcie”
Definicja. Pole wektorowe jest to operator rézniczkowy, ciagty

X:ct—cC

spetniajacy warunki
1) X(af +bg) = aX(f) +bX(g) ,

2) X(fg) = fX(g9) +gX(f) -

Oczywiscie, jesli X jest polem wektorowym, to jego wartosé¢ X (z) w punkcie z € M, dana
wzorem:

jest wektorem.



Cwiczenie. Pokazac, ze komutator dwu pél wektorowych X i Y, tzn. operator rézniczkowy
[X,Y] dzialajacy na funkcje w nastepujacy sposéb:

(X, YI(f) == X (Y (f) =Y (X(S))

tez jest polem wektorowym, tzn. spelnia powyzsze aksjomaty. Obliczy¢ jego sktadowe
[X,Y]" wzgledem ukladu wspétrzednych (7¢), gdy znane sa sktadowe X° oraz Y* obu
pol. Konkretnie — wykazaé¢ wzor:

(X, Y] =X79,Y' - Y79; X" .
Dowéd. Sprawdzamy drugi aksjomat Leibnitza:

(X, Y](fg9) = X(Y(fg)) —Y(X(fg)) = X(fY(9))
+9X(f) = X()Y(9) + fX(Y(9) + X(9)Y(f)
—Y(f)X(9) — fY(X(9) = Y(9)X(f) — gY(X(f)) =
= f([X.,Y](9)) + 9([X, Y](f))

Zapiszmy komutator we wspoétrzednych:

Y(f) - Y(fX(9)+
XY (H)+

+
+

0
_ k
[X7Y]_[X7Y] (97"“’
; 0
X_XﬁTi’
0
Y = Yja]

i obliczmy jego dzialanie na dowolna funkcje f:

_ yi aof : i Of
XY =X ort (Y 67‘3) -V or? ( BTZ)

,OY7 of i O ivi O ;OXPOf
=X or? 873 Y oTtoTI X oriort Y ori ort
,OY7 ,0XI\ 0
(X or? -r or? ) oI (/)

Warto zauwazy¢, ze poszczegdlne cztony tej réznicy nie maja zadnego sensu geome-
trycznego. Rzeczywiscie, rozwazmy pole wektorowe ,,VxY”, ktore definiujemy w wybra-
nym ukladzie wspotrzednych wspoétrzednych (7¢) wzorem

oYI o

ccv Y// XZ :
X ot ori

a ktore wyglada jak ,pochodna pola Y w kierunku pola X. Pokazemy, ze taka operacja
nie ma wiekszego sensu, bowiem jej wynik zalezy od uktadu wspoélrzednych, w ktérym ja
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definiujemy. I rzeczywiscie: przejdzmy do innego ukladu wspélrzednych {n*} w tej samej
przestrzeni. Poniewaz mamy:

0 _on o
ort — Orione’
otrzymujemy zatem:
o, con* 0 sa O
X=X"—=X"— =X
ort ot one one’
y—yi L i1 0 _ g 0

ori "~ Ori oo o’

gdzie (X®) oraz (X %) sa wspolrzednymi tych samych pél w nowym ukladzie wspéirzednych.
Wyrazimy zatem wspolrzedne definiowanego pola “V xY” w nowych wspo6trzednych:

9 _\on® 9 9 - o\ 0
V4 " _ i J — i b _ XtyJ .
XY (X i )aﬂ' anp (X ari” aTiaTj) o

Korzystajac z poprzednich wzoréw widzimy, ze pierwszy czlon jest rzeczywiscie rowny
podobnemu wyrazeniu jak to definiujace, ale w nowych wspotrzednych. Pozostaje jednak
rézny od zera dodatek zawierajacy drugie pochodne nowych wspoétrzednych wzgledem sta-
rych. Mamy bowiem:

Y B )
« " a b _YiyJ
¥ (X o )anb R ==

Gdybysmy liczyli obiekt “VxY” we wspélrzednych (n®), to wystapilby tylko pierwszy
czton. A zatem definicja taka nie ma Zadnego sensu, bowiem zalezy od uktadu wspdtrzed-
nych. Na podkredlenie zastuguje fakt, ze drugi czton w powyzszym wzorze jest symetryczny
wzgledem zamiany X na Y, wobec tego upraszcza si¢ w wyrazeniu:

“VxV" - “VyX" =[X,Y],

w wyniku czego otrzymujemy obiekt geometryczny, niezalezny od opisu wspoétrzedniowego.
Bylo to oczywiste od samego poczatku, bowiem obiekt ten zdefiniowaliSmy przy pomocy
operacji czysto geometrycznych, bez uzycia uktadéw wspotrzednych.

3. Kowektory. Rézniczka funkcji

Kowektory styczne do M to obiekty dualne do wektoréw, czyli funkcjonalty liniowe
na wektorach. Taki kowektor “zaczepiony w punkcie x” to jakby “maszynka”, ktéra ma
jedno wejscie i jedno wyjscie. Na wejscie mozemy “wrzuca¢” wektory zaczepione w z, a
na wyjsciu otrzymujemy wynik operacji, w postaci liczby. Jedli ten wynik zalezy w sposdb
lintowy od wektora “wrzuconego” do maszynki, to cala maszynka jest kowektorem. Zbiér
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wszystkich kowektoréw zaczepionych w = oznaczamy 7, M. Nosi on naturalna strukture
przestrzeni wektorowej dualnej (dwoistej) wzgledem T, M.

Definicja. dla dowolnej funkcji rézniczkowalnej f, jej rézniczkg w punkcie x nazywamy ko-
wektor d f(x), ktorego warto$¢ na dowolnym wektorze v, jest rowna pochodnej f wzgledem
tego wektora:

<df(x), vy >:=v.(f) .

Pole kowektorowe, bedace kolekcja kowektoréow d f(z) wzietych w punktach, w ktérych
f jest okreslona, nazywamy rozniczka funkcji f i oznaczamy df.
Lemat. W parametryzacji {7*} mamy:

of 1 &
Lemat. Jedli (7%) jest lokalng parametryzacja M, to (w kazdym punkcie = gdzie wspot-
rzedne 7°¢ sg okreélone) uktad kowektoréw (dr?) stanowi baze przestrzeni ko-stycznej T M.
Dowéd. Niech bedzie dany kowektor o € T); M.

Na dowolnym wektorze T, M > v = v° 821- jego warto$¢ wynosi:

<o,v>=0v" < aq > .

ort
Ale, jak juz wiemy, sktadowa v’ wektora w danej mapie jest réwna wartoéci tego wektora
w dzialaniu na odpowiednig wspotrzedna 7°, a zatem mamy

7

v =o(r) =< drtu > |

Oznaczajac

o 0
o; =<, % >
mamy:
< a,v>=<dr’ v > ap =< qdtt v > .

Réwnoéé ta oznacza, ze dwie “maszynki” o oraz a;d7? daja ten sam wynik na dowol-
nym wektorze v. A zatem sa to identyczne kowektory:

o = a;d7’ .

Kazdy zatem kowektor moze zostaé¢ rozklozony jako kombinacja liniowa rézniczek wspot-
rzednych 7". Aby zakonczyé¢ dowdd nalezy pokazad, ze rézniczki te stanowiag uktad liniowo
niezaleznych kowektoréw. Wynika to z natepujacej obserwacji:

<d77ﬁ>:ﬁ7 —5],

a zatem uklad (dr?) stanowi w przestrzeni ko—stycznej T M baze dualng wzgledem bazy
(%) w przestrzeni stycznej T, M.
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4. Formy rézniczkowe. Ro6zniczka zewnetrzna formy

Formy rézniczkowe zewnetrzne to pola pewnych obiektéw geometrycznych zwanych
multikowektorami (n-kowektorami).
Obiekt zwany n-kowektorem (zaczepionym w punkcie x) to n-liniowa, antysymetryczna
forma na n wektorach (zaczepionych w punkcie z). Jest to zatem “maszynka” ktéra ma
n “slotéw” wejsciowych. Gdy wlozymy do kazdego z nich po jednym wektorze (do i-tego
“slotu” wektor X(;y), to maszynka wyprodukuje nam liczbe, ktéra oznaczamy:

< Oz(n);X(l), .. .,X(n) > .
Warunek n-liniowosci oznacza, ze gdy mamy X (1) = aY + bZ to zachodzi
< a(n);X(l), . ..,X(n) >=a< Oz(n);Y, . ..,X(n) > +b < Oz(n);Z, . ..,X(n) >,

za$ antysymetrycznos¢, ze zamieniajac miejscami dowolne dwa wektory X(;) oraz Xj,
spowodujemy zamian¢ wyniku na przeciwny:

< (l/(n);X(l), . --7X(i)7- . .,X(j),. . .,X(n) >=
=—-< a/(n)QX(l):---7X(j):---7X(i)7---7X(n) > .

Dzialania na formach rézniczkowych (na multikowektorach):

1) < ac(p) + bﬁ(n);X(l), - ,X(n) >=a< Oz(n);X(l), .. .,X(n) > +
b < ﬂ(n);X(l), . ,X(n) >
2) iloczyn zewnetrzny

< Q(n) /\ﬂ(m);X(l)7 . -aX(n)7X(n+1)7 <. 7X(m—|—n) >=
1 ag
nlm! Z<_1)| < An)s X(o1)s s X(o) >< ﬁ(m);X(O’nJrl)""’X(0n+m) >

We wzorze tym o oznacza dowolna permutacje n + m elementéw, za$ |o| to nieparzystosé
permutacji, réwna “+1” dla permutacji nieparzystej (tzn. takiej, ktéra mozna zrealizo-
waé przez nieparzysta ilo$¢ inwersji, czyli przestawien) i réwny “0” dla permutacji pa-
rzystych. Posréd (n 4+ m)! sktadnikéw sumy, odpowiadajacych tylu wlasnie permutacjom
n+ m-elementéw, jest wiele takich samych. Np. wezmy jakikolwiek sktadnik, oraz sktadnik
powstaly z niego poprzez permutacj¢ oddzielnie wektoréw X(,,y, ..., X(,,) (Wlozonych do
“slotow” formy ov(y,y) i oddzielnie wektoréw X, . .y, .-, X(o,,,.) (Wlozonych do “slotéw”
formy B,)). Latwo wida¢, ze te sktadniki sa identyczne. Wynika to bowiem z faktu, ze
pierwszy i drugi czynnik w iloczynie moga co najwyzej zmieni¢ znak wskutek permutacji
wektoréw wlozonych w “sloty” wejsciowe tej samej formy. Latwo jednak widaé, ze ta ewen-
tualna zmiana znaku jest kompensowana zmiang znaku wspotczynnika liczbowego (—1)"".
Latwo rowniez widac, ze liczba identycznych skladnikéw otrzymanych w ten sposéb jest
réwna liczbie permutacji n elementéw, pomnozonej przez liczbe (niezaleznych) permutacji
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m elementéw. A zatem wszystkie sktadniki powyzszej sumy “chodza stadami” identycznych
sktadnikow, a liczebno$é¢ kazdego takiego “stada” wynosi n!lm!. dlatego wlasnie w powyz-
szej definicji dzielimy przez te liczebnosé. W rezultacie uwzgledniamy elementy kazdego
“stada” tylko raz.

Lemat. Kazda n-forma na ciagu n-wektoréw liniowo zaleznych znika.

Dowdd. Jesli ciag wektorow X(qy,..., X(—1), X(n) jest liniowo zalezny, to np. ostatni
wektor jest kombinacja liniowa poprzednich n — 1 wektorow. Wstawiajac na miejsce X y)
te kombinacje i korzystajac z liniowoéci w ostatnim “slocie” widzimy, ze warto$é formy na
tym ciaggu wektoréw jest kombinacjg liniowa wartosci formy na ciagach postaci

X(1)7 e 7X(i)7 e 7X(n—1)7X(i) s

tzn. takich, ze dwa wektory sa identyczne. Ale warto$¢ formy na takim ciagu musi byé
réwna zeru bowiem gdy zamienimy wektor o numerze i z wektorem ostatnim to: 1) wynik
musi zmienié sie na przeciwny z antysymetrii, ale 2) nic sie nie zmienilo przy takiej zamia-
nie, zatem wynik tez si¢ nie zmienil. Jedyny wynik, ktéry spelnia takie — zdawaloby sie
sprzeczne — wymagania, to zero.
Lemat. W przestrzeni n-wymiarowej wszystkie formy o,y (m > n) sa réwne zero.
Dowéd. W przestrzeni n-wymiarowej kazdy uktad m wektoréw jest liniowo zalezny, a
zatem forma o) znika na nim.
Lemat. Mnozenie zewnetrzne jest dwuliniowe i taczne.
Definicja. Rézniczka zewnetrzna da formy rézniczkowej a jest wynikiem dziatania ope-
ratora “d” o nastepujacych wtasnosciach:
1) wynik day,) dzialania operatora d na n-forme o) jest (n + 1)-forma,
2) d(am) A Bany) = (dagm)) A By + (=1)"a(m) A (dB(m)) — uogdlniony wzér Leibnitza,
3) wynik df dzialania d na zero-forme, (czyli funkcje) f jest réwny dotychczas poznanej
rézniczce tej funkcji, ktora oznaczaliSmy tym samym symbolem,
4) d? = 0 (pochodna pochodnej jest zawsze réwna zero).

Na razie nie wiemy wecale, czy taki operator istnieje. Zauwazmy jednak, ze gdy (7°)
jest dowolnym ukladem wspotrzednych w n-wymiarowej przestrzeni, w ktérej uprawiamy
nasza geometri¢, to dowolna m-forma w tej przestrzeni moze by¢ zapisana w postaci:

1 . . . .
Q(m) = ﬁail,...,ide“ Ao ANdT = Z iy, AT AL AT

gdzie wspolczyniki rozkladu oy, .., sa oczywiscie funkcjami — zaleza od punktu x w
ktorym tego rozktadu uzywamy. Z powyzszych aksjomatéw wynika, ze powinno by¢

doz(m) = —'daih___,im Adr AL AdTE

m/!
7 tej obserwacji wcale jeszcze nie wynika, ze operacja spelniajaca aksjomaty rzeczywiscie
istnieje. Mogloby si¢ bowiem zdarzy¢, ze powyzszy wzor na dag,,) niczego nie definiuje
bowiem wynik zalezy np. od wyboru uktadu wspétrzednych (77). Na szczescie tak nie jest,
o czym mowi nastepujacy
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Lemat. Operacja dana powyzszym wzorem jest dobrze okres$lona i spelnia aksjomaty.
Dowéd. Wezmy inny uktad wspétrzednych {n*} w tej samej przestrzeni. Otrzymujemy

!

*(m) = g&kl,...,kmdn’“ A .. AdpPFm

Obliczamy wspoétczynniki a:

1 or orim

1 orh Orim i k
= ﬁah,...,imW? R (977’% d77 AN d77
_ orh orim
o = 04, .

i G B

Zastosujmy operacje d do a(,,) w nowym ukladzie. Poniewaz nie wiemy czy wynik da t¢

—_—

samg forme, oznaczmy ten wynik przez da,,):

_ 1
da(m) = Wdakl,...,km A dnkl A .nkm =

1 or or'm . i
e md<ai1,...,im ankl,..., ankm>/\d77 1 /\/\dn —
1 (87‘i1 orim

ki Ok

—~ )daz‘l,_.,im Adnft AL A dnFe4

d orh orim
+ ail,...,im a’r]kl ) ankm

)/\dn’“l A AdnpFe

Pokazemy, ze wyrazenie w ostatniej linii jest tozsamosciowo réwne zeru. Jest tak, poniewaz
rozniczka wyrazenia w duzym nawiasie zawiera drugie pochodne funkcji 7°:

827_1'

onkn

Wyrazenia te sa symetryczne wzgledem zamiany k na [. Tymczasem musza one by¢ sumo-
wane z iloczynami zewnetrznymi postaci dn® A dn!, ktére — z kolei — sa antysymetryczne
wzgledem takiej zamiany. Wystepuja tu zatem wyrazenia typu fr;dr* A dr!. Taka suma
musi byé réwna zeru, bowiem zamieniajac k z [ zachodza jednoczesnie dwa procesy: 1)
suma zmienia znak na przeciwny, bowiem wyrazenia symetryczne nie zmienity sie, zas an-
tysymetryczne zmienity znak na przeciwny, ale réwniez 2) nic sie¢ nie zmienilo, bowiem
zmienilidmy jedynie nazwe wskaznika k£ na [ i odwrotnie, a i tak musimy sumowaé po
wszystkich wartosciach tych wskaznikéw. Mozna bylo na przyklad zmieni¢ nazwe “k” na
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na “j”7 i wartos¢ sumy nie moze zaleze¢ od zmiany “nazewnictwa’. A po-
tem mozna znoéw zmieni¢ nazwy z “¢” na “l” oraz z “j” na “k” i znéw nic nie mogto
sie zmieni¢. A zatem interpretacja “czynna” zamiany wskaznikéw (jako ich przestawianie)
daje zamiane znaku na przeciwny, za$ interpretacja “bierna” tej samej operacji (jako ich

przemianowanie) nie zmienia znaku wyrazenia. A zatem
fkldi/\dTl = —fkldi/\dTl =0.

Ostatecznie wigc

— 1 orh orim % .
dag,) = ﬁdail,...,im A (W, 0 G )dn AL AdD

1 . )
= _'dail,...,im AdT AL AT = dOz(m) .
m:

A zatem nasz wzor na rézniczke zewnetrzna — mimo, ze pozornie zalezny od wyboru uktadu
wspotrzednych — naprawde od tego wyboru nie zalezy. Moze zatem stuzy¢é nawet jako
definicja operatora d.

Przy pomocy tego wzoru mozemy tez wyprowadzi¢ — niezalezne od jakiegokolwek
uktadu wspoétrzednych — wyrazenie pozwalajace obliczy¢ wartosé¢ (m + 1)-formy da,,) na
uktadzie (m 4 1) pél wektorowych (X oy, X(1y, ..., X(m)):

Twierdzenie.

< da(m);X(O),X(l), .. .,X(m) >

Z )" X (i) (< my; X(0)s X(1)5 - - o5 X(i—1)s Xt 1) - > X(m) >) + Z (—1)"*7x

=0 0<i<j<m

X < agmy; [ Xy, Xy], X0y Xays - - Xim1)s X1y, - - - X(G-1), X(G1)s - - Xm) > -

Dowdd tego twierdzenia polega na wyliczeniu wartosci wszystkich trzech wyrazen w
dowolnym uktadzie wspétrzednych. Najtatwiej rozpoczacé od pierwszego wyrazu po prawej
stronie réwnosci, ktéry umiemy zapisaé¢ przy pomocy wspéirzednych formy i wspotrzednych
naszych wektoréw. Rozniczkowanie tego wyrazenia wzgledem pol X(;) daje dwa rodzaje
cztonéw: gdy rézniczkowanie “uderza” na wspoétczynniki oy, . 4, , otrzymujemy wiasnie
wspotezynniki formy de,,); gdy natomiast rézniczkowanie “uderza” na sktadowe pol X ;,
otrzymujemy “niechciane” cztony, ktére jednak upraszczaja sie¢ dokladnie z wyrazeniem
zawierajacym komutator [X;), X(;)] tych pél. Sprawdzenie, ze istotnie tak si¢ dzieje pozo-
stawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Powyzsze wyrazenie mozna byloby przyjac jako definicje operatora d. Latwo wykazacé,
ze wynikaja z niej wszystkie wlasnosci, ktore poznalismy do tej pory.
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Cwiczenie. 1. W przestrzeni tréjwymiarowej, przy wspélrzednych (z,y, z) bierzemy
formy:
Qg) = sin(z?z)dz A dy + 2zydy A dz —dz Ada

Q) = sinh(y?z)dz + zyzdy — e*“dz
Obliczy¢ da.

day = [222 cos(z?z)dx + z*cos(z?2)dz] A dz A dy + [2ydz + 2zdy] Ady A dz =
= 22 cos(x?z)dz Adz Ady + 2yda Ady Adz =

= (2% cos(z%2) + 2y)dz A dy A dz

doyy = 2yz cosh(y?z)dy A dz + y? cosh(y?2)dz A dx 4+ yzdz A dy+

+ zydz ANdy — ze**dx A dz =

= (yz — 2yz cosh(y?2))dx A dy + (y* cosh(y?2) + ze**)dz A dx + yzdx A dy

Obliczyé dda(l)

dday = (y — 2y cosh(sz) — 2932 sinh(yQZ))dx Ady A dz+
+ (2y cosh(y?2) + 2y%zsinh(y?z))dz Ady Adz + ydz Ady Adz =0

Cwiczenie. 2. Przestrzen czterowymiarowa, mamy forme (log oznacza logarytm natu-
ralny):
) = log(y? + x?)dt + zzdy

POliCZyé doz(l) i dd(l/(l):

2y 2z
daqry = (Wdy + Wdl‘) Adt + (zdz + zdz) Ady =
2y 2z

222 222
oY dw Ady AdE — ——

(% + y?)
+dzAdeAdy+dzAdzAdy =0

dday = — sdy A dx A dit+

el
(22 +y2)

Cwiczenie. 3. Zpiszmy forme z éwiczenia 1 we wspolrzednych sferyczneych:

x = rsin(0) cos(p)
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dy A dz = rsin(@)dé A dr 4 7 sin(6) cos(8) cos(p)de A dr — r? sin(6) cos(¢)de A dd
dz A dz = rcos(p)dr A df — rsin() cos(#) sin(p)dr A dp 4 72 sin(#) sin(p)dd A dp
dz A dy = rsin?(0)dr A de + 72 sin(#) cos(0)df A dyp

a2y = sin(r? sin®(0) cos®(p)r cos(9))[r sin®(0)dr A dp + r? sin(0) cos()d6 A d]
+ 2r%sin?(0) cos(¢) sin(p)(r sin(p)df A dr + rsin(6) cos(0) cos(p)de A dr+-
)dp A df) + rsin(p)dr A d6 + rsin(f) cos(f) cos()dr A de

— r?sin(f) cos(p)df A dy

— r?sin(f) cos(yp

5. Catkowanie form rézniczkowych

Formy rézniczkowe stopnia r stuza do catkowania po r-wymiarowych “powierzchniach
z brzegiem”. Mozliwe sa tutaj rézne poziomy ogdlnosci wyktadu. My pozostaniemy na pro-
stym, intuicyjnym poziomie i bedziemy dopuszczali “do konkurencji” takie powierzchnie,
ktore mozna zdefiniowa¢ w dowolnej rozmaitosci M skonczong iloscia réwnosci i nieréw-
nosci reqularnych:

( Gl(IIJ) =

Gp (z)

0
H1<.’13) 0

IA I

:}Is<$) <0

\

Definicja. Powierzchnia regularna (z brzegiem) D C M wymiaru r bedziemy nazywali
zbiér punktéw rozmaitosci M, spetliajacych powyzszy regularny uktad warunkéw, przy
czym:

1) wymiar r oznacza, ze r + p = m (m jest wymiarem rozmaitoéci M),

2) “regularno$¢” oznacza, ze w kazdym punkcie x € D rézniczki wszystkich funkcji G; oraz
tych sposrod Hj, ktore zerujg sie w x, sg liniowo niezalezne.

Sciana S; takiej powierzchni regularnej nazywamy powierzchni¢ regularng wymiaru
r—1, okreélona takim ukladem warunkéw, ktory powstal z uktadu definiujacego D poprzez
zamiane jednej z nieréwnosci ograniczajacych H; < 0 na réwno$¢ definiujaca H; = 0.

Brzegiem 0D powierzchni regularnej D nazywamy sume jej wszystkich Scian. Okaze si¢
jednak za chwile, ze do catkowania form rézniczkowych po powierzchniach bedziemy musieli
uwzgledniaé jeszcze jedna, dodatkowsq strukture, zwana orientacjg. Okaze si¢ przy tym, ze
kazda Sciana S powierzchni zorientowanej D jest tez zorientowana, bowiem dziedziczy
orientacje z powierzchni-matki D. W dalszym ciagu symbolem 0D bedziemy oznaczali
sume tych rozmaitosci zorientowanych.

Zanim jednak zdefiniujemy co to jest orientacja powierzchni r-wymiarowej, sprobujmy
naiwnie okresli¢ catke z r-formy po takiej powierzchni. Wtasnie analiza poprawnosci tej
operacji doprowadzi nas w naturalny sposéb do odkrycia pojecia orientacji.

Pierwsze przyblizenie definicji: Calka z r-formy rézniczkowej w po r-wymiarowej
dziedzinie regularnej D nazywamy liczbe [ p w uzyskana w nastepujacy sposob: nalezy wy-
braé¢ dowolng lokalng parametryzacje (uklad wspétrzednych) (¢, ..., ") na powierzchni D.
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Jedli forma w znika poza dziedzina tego uktadu wspétrzednych, to jako wartosé definiowane;j

catki ktadziemy
/w—/ ,...,i>drt,
nalTi otr

przy czym D C R oznacza zakres zmiennosci parametrow (%), odpowiadajacy dziedzi-
nie uzywanego uktadu wspotrzednych na powierzchni D. Jezeli tak nie jest, to wybieramy
pokrycie skoficzone powierzchni D dziedzinami lokalnych uktadéow wspoétrzednych, wpisu-
jemy wen rozklad jednosci (¢;) a nastepnie calkujemy formy w; = p;w wedtug powyzszej
recepty, korzystajac z faktu, ze kazda w; ma nosnik zawarty juz w dziedzinie jakiegos
uktadu wspoétrzednych.

Musimy teraz pokazaé, ze ta definicja nie zalezy od wyboru uktadéw wspotrzednych,
ktérymi sie postuzymy do liczenia catki. Zacznijmy od najprostszego przypadku jednej
catki. Jesli w powyzszym wzorze uzyjemy innej parametryzacji (71,...,7") i odpowiada-
jacego jej zakresu zmiennosci parametréw D C R”, to mozemy skorzystaé¢ z mozliwodci
wyrazenia wektorow % jako kombinacji liniowej wektoréw starej bazy, tzn. wektoréw -2

W .
Otrzymujemy w ten sposob:
/ - 0 0 o ot ot cw 0 0 o
W) =) ey —— T= | — ., = — e, — T.
D ort orr 5 oT! orr " Ot Otir
Wyrazenie to znika automatycznie, gdy ktéres dwa sposrod wskaznikéw (iq, . . ., 4, ) sa sobie

réwne. Wystarczy zatem sumowaé jedynie te wyrazenia, dla ktérych iy = o(k), gdzie o
jest permutacjg zbioru pierwszych r liczb naturalnych. Z antysymetrii formy rézniczkowej
wynika tozsamosé

0 0 _ (_1)lel 0 0
Y9 Gpa (o) >= ()7 <w; otl T ot ~
Poza tym mamy:
gte (1) ot (r) Ot
lo| -
;( ! ort 777 orr (87'3)
A zatem
0 ot’ 0 ,
fy < = = [ et < g >
Ale ,
at' | .. -
det(aTj)‘d T=d"t,

wobec tego mozemy skorzystaé¢ z twierdzenia o zamianie zmiennych:

0 0 . ott 0 0 .
/5<w,ﬁ,...,w>dT—sgndet(aTj)/D< e >d't
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gdzie przez “sgn” oznaczyliSmy znak wyznacznika macierzy Jacobi’ego (czyli Jacobianu).
Widzimy zatem, ze wyrazenie definiujace catke z formy w daje te sama wartosé gdy liczymy
je w dwu réznych uktadach wspoétrzednych pod warunkiem, ze Jacobian macierzy przejscia
od jednego do drugiego uktadu jest dodatni.

Definicja. Rozmaitoscia zorientowana nazywamy taka rozmaito$¢, ktoérej atlas ma na-
stepujaca wlasnos¢: Jacobian transformacji miedzy dwiema mapami nalezacymi do tego
atlasu jest zawsze dodatni.

W praktyce chodzi o to, ze na rozmaitosci zorientowanej mozna wyrézni¢ dwie klasy
map: takie, dla ktérych Jacobian transformacji do dowolnej mapy nalezacej do atlasu
definiujacego orientacje jest dodatni i takie, dla ktérych jest on ujemny. Mapy nalezace
do pierwszej klasy nazywamy zgodnymi z orientacja, a drugiego rodzaju — niezgodnymsi
z orientacja. Jesli jednak mamy mape tego drugiego rodzaju, to bardzo tatwo zamienia-
jac kolejnos¢ jakichkolwiek dwu wspoélrzednych otrzymaé mape pierwszego rodzaju. Np.
mapy (z,y, z) oraz (r, 0, p) definiuja w przestrzeni euklidesowej £ te sama “prawoskretng”
orientacje. Natomiast mapy (y, x, z) oraz (r, ¢, 0) czy tez (¢, 0,r) definiuja orientacje “le-
woskretna” .

Istnieja rozmaitosci nieorientowalne, to znaczy takie, na ktoérych nie udaje sie wy-
braé¢ zadnej orientacji. Przyktadem jest “wstega Mobiusa”. Gdyby chcie¢ zaczaé¢ budowaé
orientacje, to mozna ja wybraé lokalnie, w malym kawatku. Dodajac mapy tak, by jakobian
przejscia do poprzednio wybranych map byl dodatni, mozna uzyskiwaé coraz wigksze ich
kolekcje. Nie uda sie jednak uzyskaé¢ atlasu, bowiem proba pokrycia catej wstegi Mobiusa
zakonczy sie tym, ze w jakim$ kawaltku jakobian przejscia bedzie musial by¢ ujemny.
Definicja. Calka z r-formy w po powierzchni zorientowanej D nazywamy liczbe [ pWw
zdefiniowana powyzej, ale obliczona przy uzyciu jedynie takich parametryzacji, ktore sa
zgodne z orientacja.

Nasze dotychczasowe rachunki dowodza, ze teraz catka nie zalezy juz od wyboru pa-
rametryzacji (w klasie parametryzacji zgodnych z orientacja).

Twierdzenie Stokesa. Dla dowolnej zorientowanej powierzchni z brzegiem D ;1)
wymiaru m + 1 oraz dowolnej m-formy rézniczkowej o ,,) zachodzi nastepujaca réwnosc:

/ dovm) = / Xm)
D(mq1) 0D (m41)

gdzie 0Dy, 41y jest brzegiem rozmaitosci D(,,41), czyli kolekcja wszystkich jej zorientowa-
nych $cian. Orientacja tych scian jest odziedziczona po orientacji samej rozmaitosci D, 41)
zgodnie z nastepujacg definicja:

Definicja. Jesli D,,,1) jest rozmaitoscig zorientowang zas S; jej $ciang odpowiadajaca
nier6wnosci H; < 0, to orientacjg S; odziedziczong po D,,11) nazywamy atlas skladajacy
sie z map (71, ..., 7™) majacych nastepujaca wlasno$é: mapa (H;, 71, ..., 7™) jest zgodna
z orientacja D(m41)-

Idea Dowodu Twierdzenia Stokesa. Rozwazamy (m + 1 + p)-wymiarowa roz-
maito$¢ M w ktérej “zyja” obiekty D41y i qm) (p jest iloSciag réwnan definiujacych
powierzchnie D — patrz definicja). Jesli w otoczeniu punktu x € D wybierzemy parame-
tryzacje (71, ...,7™T1) powierzchni D, to kladac y' := Gy, ...y? := G, otrzymujemy
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lokalng mape (71,...,7™FL o1 .. yP) w rozmaitoéci M. Wspétrzedne y* sg state na D.
Jesli zatem wyrazimy forme o) W jezyku tych wspélrzednych, to do catkowania po D
i jej brzegu wklad wniosa jedynie cztony nie zawierajace rézniczek dy*. Bedziemy zatem
catkowali sume wyrazen postaci w; = fdri A« - AdT 7P AdTFL AL AdT™ L (i-ty wyraz
zostal opuszczony). Mamy jednak:

dw; = (—1)i_1% drt Ao Adr™ T

Gdyby forma a(,,) — a zatem i funkcja f — miala nosnik w dziedzinie rozwazanej mapy i
gdyby ta dziedzina lezala we wnetrzu powierzchni D (to znaczy gdyby nie zawierala ona
punktéw nalezacych do brzegu 0D) wtedy teza twierdzenia bylaby trywialnie spelniona.
Istotnie, w tym przypadku forma «,,) znikataby tozsamosciowo na brzegu a zatem jej catka
po brzegu bytaby réwna zeru. Z drugiej strony catkowanie day,,) po D sprowadzaloby si¢ do
calkowania powyzszych wyrazen postaci dw;. Ale catka z pochodnej funkcji f jest réwna
roznicy wartosci samego f w granicach catkowania. Jesli zatem funkcja f ma nosnik w
dziedzinie naszej mapy, to znaczy ze znika na koncach obszaru catkowania. W ten sposob
rowniez catka z da(,,) po D bylaby réwna zeru jako prosta konsekwencja faktu, iz catka z
pochodnej jest réwna przyrostowi samej funkcji.

Rozwazymy teraz sytuacje nieco ogdélniejsza, taka mianowicie, ze nasza mapa “zaha-
cza” o i-ta $ciang S; brzegu 0D. Wtedy wybierajac nasza mape mozemy jako pierwsza
wspotrzedng wybra¢ wlasnie funkcje H; definiujacg nasza $ciane, tzn. mozemy potozyc¢:

1. 11
T =Hj.

Oznacza to, ze pukty powierzchni D spelniajg — obok réwnania y* = 0 — jeszcze nieréwnoséé
71 < 0. Calkujac wyrazenia dw; po D widzimy, ze i teraz otrzymamy tozsamosciowo zero
dla i # 1 na mocy identycznego jak poprzednio argumentu. Jedynie catkujac wyrazenie dwy
otrzymamy niezerowy wynik. Bierze sie on stad, ze gérna granica calkowania po dr! jest
réwna zeru, co odpowiada wtasnie punktom rozwazanej Sciany. Po wykonaniu catkowania
otrzymujemy zatem warto$¢ funkcji f na tej Scianie (wktad od dolnej granicy znéw znika
bowiem zalozylidémy ze w; ma noénik w rozwazanej dziedzinie). Do obliczenia zadanej calki
pozostalo jeszcze wycatkowaé f po zmiennych (72, ..., 7™1). Ale ta catka to wlasnie catka
z w1 po rozwazanej Scianie. A zatem i w tym przypadku otrzymaliS$my twierdzenie Stokesa
jako prosta konsekwencje podstawowego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego.

WykazaliSmy zatem twierdzenie w przypadku, gdy dzieki zrecznemu wyborowi wspoét-
rzednych udato nam sie sprowadzié¢ problem do catkowania po péiprzestrzeni R™*! danej
réwnaniem 71 < 0, przy czym powierzchnia 71 = 0 jest wlaénie jej brzegiem. Podobny
wynik otrzymamy, gdy rozwazaé bedziemy “kat” dany w R™*! nie jedna a kilkoma nie-
réwnosciami 7° < 0.

Ogolny przypadek sprowadzamy do takich wtasnie “modelowych” sytuacji przy po-
mocy nastepujacego tricku. W otoczeniu kazdego punktu z € D wybieramy parametryzacje
o rozwazanych wyzej wlasnosciach, tzn. taka, ze zaréwno funkcje G; jak i funkcje H; de-
finiujace D sa réwne kolejnym wspotrzednym. Gdy tylko a(,,) ma nosnik w dziedzinie
ktorejs z tych parametryzacji, twierdzenie — jak pokazaliémy — jest prawdziwe. W ogdlnym
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przypadku z pokrycia calego D takimi dziedzinami mozemy wybraé¢ pokrycie skonczone i
odpowiadajacy mu rozktad jednosci:

N

1= Zﬁpr(m)

r=1

gdzie kazda z funkcji ¢, ma nosnik w dziedzinie ktérejs z rozwazanych “dobrych” parame-
tryzacji. Mamy jednak
N
O(m) = Z Br
r=1

gdzie forma
ﬁr = Q) Pr

ma juz dobry, “maly” nosnik i mozemy do niej stosowa¢ argumenty przytoczone powyzej.
To konczy dowod twiedzenia.

Przyktad Jesli mamy orientacje danag w R prawoskretnym uktadem wspoétrzednych
kartezjanskich (x,y, z) i przechodzimy do ukladu wspélrzednych sferycznych (r, 6, ) to
w celu upewnienia si¢, czy nowa mapa niesie t¢ sama orientacje musimy sprawdzi¢ znak
jacobianu przejscia:

Ofi  O0fr Of
or 90 Do
det % % %—{j =r?sin(h) > 0

Ofs  Ofs  Ofs
or 00 Oy

gdzie
f1 =2 =rsin(0) cos(p)
fa =y = rsin(0) sin(yp)
fs =2z =rcos(d)

A zatem orientacja (1,0, ¢) jest zgodna z orientacja (z,y, z).
Cwiczenie. 4. Sprawdzimy na przykladzie czy dziata wzér Stokesa w przestrzeni cztero-
wymiarowej, opisanej wspétrzednymi (¢, x,y, z). Wezmy dwuforme i powierzchnie:

a2) = (2% + y° + 2°)da A dy — zydy A dz + cosh(zy®z)dt A dx
t=20

0<z2<1

y=>0

x2 —|—y2 <1

Q:

Wybieramy orientacje lewoskretna (z, z, ).

daggy = 2zdz Adx Ady — ydox Ady A dz + 2xyz sinh(zy?z)dy A dt A dz+
+ zy? sinh(zy?z)dz Adt Ada =
= (22 — y)dz Adx A dy + 2zyzsinh(zy?z)dy A dt A dz + 2y? sinh(zy?2)dz A dt A dz

21



Lewa strona przedstawia sie nastepujaco:

0 0 0
d = dagy; —, —, =— > daedydz =
/(2(3) ®(2) ///< &(2); or’ 02’ ay > drdydz

o 9 0
—///(22—y)<dz/\da:/\dy,%,£,a—y>dxdydz:

:///(y—2z)da:dydz:/Oldz/idx/oﬂl_mz)dy(y—%)zg—g

Catke z prawej strony

liczymy po Scianach:

z = (Sl)
z=0 (Sg)
:132 + y2 =1 (Sg)
y=0 (S1)

69(3) =51+ S+ 53+ 54

Calka liczona po Scianie S7 i S5 zarazem daja tatwy rachunek:

1 V(1—z?) -
/ a= —/ dx/ dy = ——
S1+5s 1 Jo 2

T = pcos(yp)
y = psin(y)
0 _oro o
dp  Opdx Oy dy

: 2 s
Czyli fafz(g) X2 =372

Cwiczenie. 5. Obliczy¢ calke z dwuformy a(g) = wdy A dz + ydt A dz po powierzchni
bryty, ktorej sciany sa opisane przez réwnania:

Si: 2?4yt =1
SQZ z=20
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/SQQ_//W D 5=
/Sla—//<a o

o 0 0
<Oczcos(g0)a——|—zsm(<p)a—y ety gﬁa—y—y% >=

= —x%\/ a2 + 32 <dy/\dzaa 86 z2 /22 4 92
0 or 0 Oy o0 0z 0

—=——7—+——+ — - = zcos(p)— + zsin(p) — — :::'2-|-y?2
00 000x 000y 000z x Y 0z

0 ox 0 Loy dy 0 L o= 0z 0 0 0
84,0 dpdx ' Opdy Do oz 8y Yo

/a://<a;—,—>:/2d9 22\ 22 + y2dp =
S 90" Oy 0 0

3 2m 5 ) 3 . 2 2
:/ dH/ 3 sin® () cos? (¢)dy :/ dor3 sin®(0)r = —(1 — —)
0 0 0 2 12
Cwiczenie. 6. Wyrazi¢ we wspotrzednych sferycznych forme rézniczkowa:

a(gy) = xdy Adz + ydz Adx + zdx A dy

n(0) sin(p)

0)

dy A dz = rsin(@)df A dr 4 7 sin(6) cos(8) cos(p)de A dr — r? sin(6) cos(¢)de A df
dz A dz = rcos(p)dr A df — rsin(6) cos(h) sin(p)dr A dp + r? sin () sin(p)df A dp
dz A dy = rsin?(0)dr A de + 72 sin() cos(0)df A dyp

Qo) =T 3sin(0)dé A dyp

x = rsin(0) cos(p)
y = rsin
(

Z = T COS

Cwiczenie. 7. Sprawdzmy wzér Stokesa dla formy a(1) = zdy oraz powierzchni dwuwy-
miarowej D = {(z,y,2)| 22 +y? + 22 =1, 0 < z < 1}. WeZmy parametryzacje

r =T
Yy=12
z2=+/1—72 13 (11,72) € K(0,1)

Mamy:
i 8$8+8y8+828 3_ 27 2
ori  Omodx O0mdy 0ndz 0Oxr 92./1— 2 — 73 02
0 or 0 oy 0 0z 0 0 279 0

O Omor  Omdy | 0m0: Oy ai-r2-r207
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A zatem

g 0
/da(l)—/K(O 1)<d o e > dmdm =

1 T2
/ dﬁ/ 1d72<dzc/\dy, / dﬁ/ d721:7r.
87' 87’2

Teraz scatkujmy po brzegu dD. Przyjmujemy podobna parametryzacje:

r =T
Yy="m2
z=20

+7r2=1

Otrzymujemy dwa odcinki tuku

=T
1){ y=+v1-712
z=0

=T
2){ y=—v1-—r12
z=0

W pierwszym przypadku 7 przebiega odcinek od —1 do +1 a w drugim — odwrotnie. Zatem
ostatecznie:

/ N / zdy -1 _dr L ! Tdr 2/
1) = s T ———— T —— = _ =
oo O Jop 1 Vi-712  J1 V1-72 1 V1-172

Cwiczenie. 8. Wezmy dwa wektory v, w. Okazuje sie, ze warto$é formy dz A dy na tych
wektorach jest réwna sktadowej z ich iloczynu wektorowego. Rzeczywiscie, oznaczajac:

otrzymujemy :
0 0 ,0 0
il y 2 = x
< dx Ady;v”* B + v 8y+ PR (9x>w +
0 0 ,0 0
il y 2 z 2 y
+ < dz Ady;v* B +v 8y+ 5 y>w+

+<dx/\d'vm£—i—vya + v =9 g>w2’—
G e e T e B -

o 0
> w4+ < dr Ady; —, — > wYv”

=<dz ANdy; — 0 9z’ By

dy’ dx

= v*wY — w*Y .
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Oczywiscie, biorac cykliczna permuracje zmiennych (z,y, z) mozemy wyrazi¢ skltadowa x
iloczynu wektorowego przez dziatanie formy dy Adz oraz sktadowa y iloczynu wektorowego
przez dziatanie formy dz A dz na wektory v, w.

6. Lemat Poincaré

Jesli B = da to forme ( nazywamy zupelng zas$ forme a nazywamy potencjatem albo
forma pierwotng dla formy 3. Z tozsamosci dd = 0 wynika, ze jedynie formy zamknigte
maja szanse na bycie zupelnymi. Innymi stowy: warunek dg = 0 jest warunkiem koniecz-
nym rozwiazalnosdci réwnania rézniczkowego 8 = da na forme «. Zachodzi pytanie czy jest
to réwniez warunek dostateczny, tzn. czy kazda forma zamknieta jest zupelna? Ponizsze
przyktady pokazuja ze tak nie jest.
Cwiczenie. 9. W przestrzeni R? — {0} (plaszczyzna z usunietym poczatkiem ukladu
wspélrzednych) wezmy forme rézniczkowa:

xdy — ydx x d Y d
Q) = = — ———dx .
(1) 22 + 2 22 + 2 L Y2

Jest to forma zamknigta, bowiem mamy:

dov —( 1 __ 2 )da:Ad +< L )dzc/\d—

DTN @)Y T @) @) T
2 2(z% + y?)

— — de Ady =0

(<x2+y2> @ +y2)2 )Y

Sprobujmy znalezé potencjat tej fromy, tzn. funkcje, ktorej ona bytaby rézniczka.
Wybierzmy dowolny punkt a, ale r6zny od (0,0), bowiem w tym punkcie forma nie jest
dobrze okreslna. Sprébujmy zdefiniowaé funkcje U(x) wzorem:

U6 = [ aw

Gdyby taka funkcja istniata, to na mocy tw. Stokesa bytaby wtasnie potencjatem formy
a(1)- A bedzie ona istniala wtedy, gdy catka nie zalezy od drogi v taczacej a z x. Wezmy
dwie takie drogi: v1 i /2. Ich réznica jest brzegiem pewnej powierzchni 0O = 5 + (—71).
A zatem mozemy napisac:

/0%1)—/ a(l)Z/ a(l)Z/da(l):0~
V2 71 00 (@)

Powyzszy wzor zawiera jednak powazny blad: jesli punkt (0,0) nalezalby do obszaru O
(tzn. byloby (0,0) € O), to forma a() oraz — oczywiscie — jej rézniczka doy;) nie sg
dobrze okreslone, a zatem wzér nie moze by¢ zastosowany. Widzimy zatem, ze potencjat U
moze by¢ skonstruowany jedynie lokalnie, w otoczeniu punktu odniesienia a a proba jego
globalnego rozszerzenie musi prowadzi¢ do jakiej$ sprzecznosci. Do jakiej? przekonajmy sie
o tym w bezposrednim rachunku.
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Wybierzmy np. a = (1,0). Do celéw rachunku oznaczmy x = (xg,%0), rezerwujac
sobie symbol (z, y) na oznaczenie wspélrzednych bierzacego punktu na krzywej «, po ktorej
bedziemy catkowali.

Wybierzmy najpierw catkowanie po odcinkach prostych: poziomo od (1,0) do (xg,0)
i potem pionowo od (zg,0) do (xg, yo). Otrzymujemy:

%o W zod 1 [% 4 W dt
U(X) = / OdZE +/ 7.5‘0 y2 = — 7yy 5 — / 0 PR = arctg@
1 o Toty: woo 1+(3) o L+t To

Widzimy tutaj na czym polega paradoks “wylacznie lokalnego” istnienia potencjatu:
funkcja a,rctgg—g nie daje sie przedluzy¢ do jednoznacznie okreslonej, cigglej funkcji na
R? - {(0,0)}.

Aby przekonaé sie o (jedynie lokalnej!) niezaleznosci calkowania od wyboru drogi,
scalkujemy po innej drodze. Oznaczmy ro := /23 + y2. Niech « sklada si¢ z poziomego
odcinka od (1,0) do (7, 0)a nastepnie z wycinka okregu o promieniu rg, taczacego punkt
(ro,0) z punktem (xg,%o). Zamieniamy takze wspélrzedne kartezjanskie na wspélrzedne
biegunowe.

x = rcos(p) y = rsin(p)
dy = sin(p)dr + r cos(p)de
dz = cos(p)dr — rsin(p)de

Po podstawieniu otrzymujemy:

1

arctgz—g y
Ux) = 0dr + /0 dy = arctgZ> .

Zo

W celach “treningowych” scatkujmy po prostej taczacej a z x, tzn. po prostej danej

rownaniem "
= x—1),
y= [@=1)

ktora parametryzujemy zmienng 7:

{ r=1+7(xg—1) 7€(0,1)
Y=TYo

U(x) = /1 (A +7(xo — D)yo — yo(z0 —1)
o T2y8+1+72(xg—1)2+27(x0 — 1)

:/1 Yo dr
o T2(yg + (zo —1)?) 4+ 27(xo — 1) + 1

oznaczmy teraz p? = (y9)? + (z¢ — 1)2. Otrzymujemy:

1
d
Yo dr Yo T

1
.
/o pAriet)2— Loll p 1 o (rgmilyzy

<
[S=IV]

i

_ﬂ_2/1 dr _
Yo Jo Lr(r+ mrl)? 41
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2 2
Podstawmy t = Z—OT + x%—;l i konsekwentnie dt = dTZ—O. Otrzymujemy ostatecznie:

-+ 2
dt —1 —1
U(x) = oo = arctgm — arctgxo .
z0—1 241 Yo Yo

I tym razem — stosujac trygonometryczne wzory na tangens réznicy katéw — mozemy
pokazaé, ze wynik catkowania jest identyczny jak w poprzednich obliczeniach.

Cwiczenie. 10. W przestrzeni R® — {0} (przestrzen z usunietym poczatkiem ukladu
wspélrzednych) wezmy forme rézniczkowa:

xdy ANdz 4+ ydz Adx 4 zdx A dy
(@2 + 47 + ) |

(.U(Q) =

Latwo sprawdzi¢, ze jest to forma zamknigta: dwo) = 0. Na mocy ¢wiczenia 6-tego
tatwo ja przeliczyé¢ do wspdtrzednych sferycznych. Otrzymujemy natychmiast

w(gy = sin(f) dd Ade .

A zatem na powierzchni sfery jednostkowej forma ta redukuje sie do formy dwuwymiarowej
objetosci
w(z) = v/detg df A dy = sin(f) df A dy .

Czy istnieje “potencjal wektorowy” dla formy we, tzn. taka w(y), ze zachodzi dw(1) = w(2)?.
Mozemy si¢ o tym przekona¢ w nastepujacy sposob: catka po sferze z formy objetosci daje
objeto$¢ (dwuwymiarowa), czyli liczbe 4. Ale

47T:/ W(g)%/ dw(l) :/ w(l) =0
S2 S2 852

bowiem brzeg sfery 952 znika. Widzimy, ze globalnie nie moze istnie¢ potencjal dla formy
objetodci. Istnieja jednak potencjaly lokalne, jak widaé¢ z jawnego wzoru na forme objetosci
w zmiennych sferycznych (6, ), na przyklad:

w(1)y = —cos(f)dy ,
(nie jest okreslona globalnie, bo ma osobliwo$ci na biegunach) lub

w1y = —psin(0)dd

(i znéw nieokreslona globalnie, bowiem ¢ nie jest jednoznacznie okreslone na catym S?).

Okazuje sig¢, ze sytuacja jak w powyzszych przyktadach jest typowa. Méwi o tym
nastepujace twierdzenie, zwane ze wzgledéw historycznych Lematem Poincaré:
Twierdzenie. Kazda forma zamknie¢ta jest lokalnie zupekna.
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Globalne istnienie form pierwotnych jest zwiazane z wlasnos$ciami topologicznym prze-
strzeni, w ktorej sie znajdujemy. Okazuje sie, ze istnienie form rézniczkowych zamknietych
a nie zupelnych (globalnie) wiaze sie z istnieniem podrozmaitosci o znikajacym brzegu,
ktore nie sg brzegiem zadnej innej podrozmaitosci. I tak istnienie badanej przez nas formy
a1y wiaze si¢ z faktem, ze wszystko dzialo si¢ w przestrzeni R? — {0}. W tej przestrzeni
kazda krzywa zamknieta otaczajaca zero ma znikajacy brzeg (jest “cyklem”) ale nie jest
brzegiem zadnej zwartej podrozmaitosci. Podobnie istnienie formy zamknietej a niezupet-
ne

: xdy Ndz +ydz Adx + zdx A dy

(22 + y2 + 22)2

(,U(Q) =

w przestrzeni R? — {0} wiaze si¢ z faktem, Zze kazda powierzchnia zamknieta okrazajaca
to usuniete z przestrzeni zero ma znikajacy brzeg (jest “cyklem”) ale nie jest brzegiem
zadnej zwartej podrozmaitos$ci. Mocniejsza wersja twierdzenia mowi, ze w przestrzeniach,
w ktérych nie ma takich patologii (tzn. w ktérych kazdy cykl jest brzegiem, lub inaczej:
kazda podrozmaito$¢ o znikajacym brzegu jest brzegiem innej podrozmaitosci) kazda forma
zamknieta jest zupelna.

Formalne podobienstwo obu tych zjawisk wiaze si¢ z tym, ze tozsamosci dd = 0
(rézniczka rézniczki znika) odpowiada tozsamosé 00 = 0 (brzeg brzegu znikal).

7. Struktura Riemanna i tensor metryczny
Definicja. Rozmaito$¢ M nosi na sobie strukture Riemanna (lub metryczna) gdy w kaz-
dym jej punkcie z € M okreslona jest struktura euklidesowa tzn. iloczyn skalarny (-|-), w
przestrzeni stycznej T, M i to w taki sposéb, ze gdy v i w sg gltadkimi polami wektorowymi,
to ich iloczyny skalarne wzgledem (+|-),, tzn. funkcja

M>z— (vy|lws) € R

jest gladka.
Jesli (77) jest lokalna mapa w M (ukladem wspodlrzednych) to iloczyn skalarny defi-
niuje w kazdym punkcie macierz symetryczna, dodatnio okreslong

5(0) 1= (5 @)l 5 @)

gdzie % (z) sa odpowiednimi wektorami bazy wyznaczonej przez ten uktad wspotrzednych.
Pole macierzy g;; nazywa si¢ tensorem metrycznym. Koduje on w sobie pelna informacje
o strukturze Riemanna, bowiem mamy

DO
(vjw) = (v aﬂ.‘uﬂﬁ) =v'wl g;; .

Przy zamianie uktadu wspélrzednych na (") macierz wspélrzednych tensora metrycznego
transformuje sie¢ w sposéb wynikajacy z praw transformacji wektorow bazy:

_— o, 0 B ort 9 ‘67‘j 0 _BTiBTj
Irs =\ oer Vot ) ~ N

ot o\ ots ori )~ ot ors T

28



To prawo transformacyjne zawiera t¢ sama macierz przejscia gTT: co prawo transformacyjne
dla wspotrzednych kowektora (“stare wspélrzedne rézniczkowane wzgledem nowych”). Mo-
wimy, ze g;; jest tensorem kowariantnym.

Najprostszym przyktadem przestrzeni Riemanna jest przestrzen euklidesowa (M, g).
W takiej przestrzeni mozna wybraé¢ prostoliniowy uktad wspétrzednych i wtedy macierz
gi; jest stala: jej wspoélrzedne nie zalezg od punktu. Mozna jeszcze bardziej uprosci¢ ten
opis i wybraé¢ wspélrzedne kartezjanskie. Wtedy odpowiednia baza jest ortonormalna i ma-
cierz g;; jest macierza jednostkowa: g;; = 9;;. Mozemy jednak postugiwac si¢ tym samym
narzedziem jakim jest struktura euklidesowa, uzywajac dowolnie skomplikowanego uktadu
krzywoliniowego. W takim ukladzie macierz g;; moze by¢ bardzo skomplikowana, a jej
zaleznos$¢ od punktu rozmaitosci tak uwiklana, ze na pierwszy rzut oka nie da si¢ wcale
rozpoznaé zwyklej, ptaskiej przestrzeni euklidesowej. Jesli kto§ da nam taka macierz, kto-
rej elementy macierzowe sa funkcjami na przestrzeni M, to rozstrzygniecie czy mamy do
czynienia z przestrzenia ptaska, a zatem czy przy pomocy madrego wyboru uktadu wspot-
rzednych mozemy sprowadzi¢ t¢ macierz do delty jest powaznym problemem. Nie bedziemy
w tym wykltadzie uczyli si¢ jak go rozwiaza¢. Wspomnimy jednakze, iz nalezy w takim przy-
padku obliczy¢ tzw. tensor krzywizny. Nasza przestrzen jest plaska wtedy i tylko wtedy,
gdy ten tensor znika tozsamosciowo. Jedli on nie znika w jakims punkcie x € M, to zadnym
trickiem nie uda si¢ nam sprowadzi¢ macierzy g;; do delty w calym otoczeniu punktu z.
Natomiast w izolowanym punkcie zawsze mozna sprowadzi¢ g;;(x) do delty.

Przyklad. W tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej E? wezmy wspélrzedne sfe-
ryczne (r, 6, ). Obliczymy tensor metryczny w tych wspélrzednych, czyli macierz iloczy-
now skalarnych wektorow %, %, %.

Mamy:

r

0 w0 0y0 0:0 (0 0 0
or  Ordx Ordy Orodz ox y@y 0z

0 O0rxr 0 0yo 0z0 0 . 0 . 0
50 = 50 5a + 200y + 05, = r cos(6) (cos(gp) 5 + sin(yp) y) rsin(0) o
g o0x0 Odyod 0z0 . . 0 0
%—%gﬁ-%a—yﬁ-%&—rsm(e) ( sm(gp)ax-i—cos((p)ay) )

A zatem

(2210 0 00 0 0y
Ire =\ ar o r2 ' Ox y@y 0z Ox y@y 0z )
x2+y2+22
r

Podobnie pokazujemy, ze wektory bazy sa wzajemnie ortogonalne, czyli:

Gro = Gor = 0
9o = Gop = 0
gro = gJor = 0
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Ponadto otrzymujemy:

2
goo =T

Gpp = T sin(0) .

Macierz g;; ma wiec w tych wspéirzednych postac:

1 0 0
gij = 0 7“2 0
0 0 r2sin®(f)

Przyktad. Dowolna rozmaito$¢ zanurzona w przestrzeni euklidesowej M C F, jest
rozmaitodcia Riemanna. Rzeczywiscie, wektory styczne do M mozemy przeciez traktowac
jako wektory w F/, a zatem ich iloczyn skalarny jest automatycznie okreslony.

Jako przyklad szczegbtowy rozwazymy sfere S?(R) o ustalonym promieniu R w tréjwy-
miarowej przestrzeni euklidesowej. Taka sfera jest dwuwymiarowa przestrzenia Riemanna.
Znajdziemy jej tensor metyczny we wspélrzednych “geograficznych” (6, ). Wspdlrzedne
te parametryzuja sfere zgodnie ze wzorami:

x = Rsin(0) cos(p)
y = Rsin(0) sin(yp)
z = Rcos(f) .

Mamy zatem

0 0x09 0dyo  0z0 0 ) 0 ) 0
3 = 30 5z + %B_y + 909, R cos(0) (cos(gp) o + sin(¢p) 6y) Rsin(0) 52

oraz

0 Jr 0 Ody 0 0z 0 0 0

e — _ _ = R 1 0 —qi JR— JR— .

dp  Opox * dyp Oy * 0y 0z sin(9) ( sin(p) ox + cos(e) By)
Pamigtajac, ze wektory a%’ a% i a% stanowia uklad ortonormalny znajdujemy prosto ilo-

czyny skalarne powyzszych wektoréw, a zatem elementy macierzowe szukanego tensora

metrycznego:
(0,0 s
goo = (@‘%) =R

(29,
9o = gpo = 90 (9(,0 =

(0,0 oo
Jpp = (84,0 909> = R*sin“(0) .

Tak wigc macierz wspotrzednych tensora metrycznego na sferze o promieniu R wyglada w
tej parametryzacji nastepujaco:
1 0
9i = I <O Sin2(9))
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Jako nastepny przyklad rozmaito$ci Riemanna wezmy powierzchnie O zanurzona w
R3, dana jednym réwnaniem:

O ={(z,y,2) € R®| 2 = f(a,y), (z,y) € R*}.
(Przyklad ten zawiera w sobie pol-sfere, gdy jako f weZmiemy f = \/R2— 22 —y2.)

Wezmy parametryzacje punktéw tej powierzchni wspélrzednymi (z, y) ich rzutéw na plasz-
czyzne {z = 0}. Kladziemy zatem:

r=T",
y=1°,
— )
Mamy zatem:
0 _wo o 0 _0 0
ort — orlox  ortoy ortoz oxr Yoz’
o _owo o 020 _0 0
or2  0t20x  Or20y 0720z Oy YOz’

gdzie oznaczyliSmy:

_9f
fm T ax 9
0
fy = —aJyC.

Mozemy zatem obliczy¢ wspotrzedne tensora metrycznego:

_, 0,0, ,0 0,0 d.\ o

gll_(ﬁ‘ﬁ)_ (%+fm£‘%+fm£)—l+(fm>
o, 0 0 0,0 19,

92 = (5al53)= (5, + gl + fug)=1+ ()’

o, 0 0 0,0 0
gi2 = g21 = (%‘ﬁ): (% + fm&‘ﬁ_y + fy&): faly

Otrzymalidmy zatem:

g..:(1+<fx>2 fefy )
? fofy 1+ (fy)?

Przyktad. Powyzszy przykilad sugeruje rozwazenie nastepujacego, krzywoliniowego
uktadu wspétrzednych na R3:
_ 1
xT=T
y=r

2= f(r ) 418
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gdzie f jest gltadka funkcja dwdch zmiennych. Odpowiednio otrzymujemy wzory wyrazajace
stara baze¢ kowektorow w jezyku nowej bazy:

do = dr'
dy = dr?
dz = fudrt + f,dr? +dr?

oraz (dualne) wzory wyrazajace nowa baze wektorow w jezyku starej bazy:

o _mao o 00 _0 0
orl  ortox Ortoy O0rtoz Ox YO0z’
o _mo o 00 _0 0
or2 020z 0t20y 0120z Oy Yoz’
o  0r 0 oy & 90z 0 0

— —+tsma tama = -

or3  0r30x 0t30y 0130z 0z
Liczac iloczyny skalarne tych wektoréw otrzymujemy nastepujaca macierz tensora metrycz-
nego w zwyklej, ptaskiej przestrzeni euklidesowey:

L+ (fe)? fufy [
9i; = fmfy 1+(fy)2 fy
Jz fy 1

Dla skomplikowanej funkcji f trudno zaiste bytoby odgadnaé, ze przestrzen jest ptaska i ze
istnieje w niej uktad globalnie kartezjanski, sprowadzjacy te macierz do delty Kroneckera.

Forma objetosci.

Jesli M jest zorientowang rozmaitoscia Riemanna wymiaru m, to jej struktura me-
tryczna jednoznacznie okresla w niej pewng m-forme rézniczkowa w,,), ktéra nazywamy
formq objetosci. Forme te zdefiniujemy w dowolnym ukladzie wspétrzednych (71, ... 7™)
nastepujacym wzorem:

Wiy = 1/det(gi;) dr' AdT? AL AdT™

(nie ma problemu z wycigganiem pierwiastka, bowiem metryka jest macierza dodatnio
okreslona). Musimy teraz pokazaé, ze tak zdefiniowana forma nie zalezy od wyboru uktadu
wspoirzednych. Niech (¢*) bedzie nowym uktadem wspétrzednych. Wezmy forme W(m) zde-
finiowang identycznym wzorem, ale przy pomocy nowych wspétrzednych i odpowiadajacej
im nowej macierzy gg;. Otrzymujemy:

D(my = Vdetgr dt' AdEP AL AT =

th m
det(gi;) a—dT” A A o _dpim —

or
det 7 oTh OT'im

ot

det(gi;) ATt AdT? AL A dAT™
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bowiem . .
N or't 017
gkl = %ngj
a zatem .
(3

. ari\?
det(gr1) = <detw) det(gi;)

za$ z zamiany zmiennych w czynniku dt! A dt? A ... A dt™ otrzymujemy wyznacznik ma-
cierzy odwrotnej gik Wyznacznik ten jest dodatni jesli oba uktady wspétrzednych byty
zgodne z orientacja, a zatem upraszcza modul wyznacznika pochodzacego z transformacji
tensora metrycznego. Wnioskujemy zatem, ze nasza definicja fromy objetosci rzeczywiscie
nie zalezy od wyboru uktadu wspoétrzednych pod warunkiem, ze bedziemy brali jedynie

uktady zgodne z orientacja, bowiem wtedy nasz rachunek daje nam:

Wim) = W(m) -
A zatem na zorientowanej rozmaitosci Riemanna mamy dobrze okreslona forme objetosci.

8. Kanoniczne izomorfizmy generowane przez strukture Riemanna
1) Izomorfizm miedzy wektorami a kowektorami.

T.M 30— = (v]) e TM .

Poniewaz iloczyn skalarny jest niezdegenerowany, powyzsze odwzorowanie jest izomorfi-
zmem przestrzeni liniowych. Odwzorowanie odwrotne nazywamy “operacja podnoszenia
wskaznika” i oznaczamy muzycznym krzyzykiem:

T:M > a — o € T,M .
Fakt iz sa to operacje wzajemnie odwrotne oznacza iz:
b~ =#,
#1=p.

Pierwsza z tych operacji nazywa si¢ czesto “operacja opuszczania wskaznika” a druga :
“operacja podnoszenia wskaznika”. Nazwy “opuszczanie” i “podnoszenie” wskaznika sa
zwiazane z reprezentacja tych odwzorowan na wspoélrzednych. Obliczmy bowiem wspél-
rzedne v,b€ kowektora v, gdy dane sa wspélrzedne v* wektora v. Mamy mianowicie

v’ = o) dr*

gdzie, jak wiemy

<
>
|
S
Y|
B
I
RS
=
QD
Y|
-
N———
I

orilork | ik -



A zatem wspolrzedne v,i kowektora v’ powstaja poprzez “opuszczanie” wspéhrzednych v’
wektora v przy pomocy macierzy g;x. Oczywisdcie operacja odwrotna polega na uzyciu
macierzy odwrotnej ¢*7, to znaczy takiej, ze zachodzi

gik g7 =67 .

Przy jej pomocy “podnosimy” wspétrzedne kowektora a, w rezultacie czego otrzymujemy
wspéltrzedne (o)’ odpowiadajacego mu wektora a:

(a#)j = apg™ .

Mamy wiec
b kj

vig? =’

co oznacza wlaénie iz (v”)# = v. Podobnie mamy: (a#)* = a.

A priori wektory i kowektory sa zupelnie innymi obiektami geometrycznymi. Ich utoz-
samianie jest mozliwe dzieki strukturze Riemanna. W przestrzeni euklidesowej mozna uzy-
waé¢ wspolrzednych kartezjanskich i to utozsamienie jest bardzo proste, bowiem macierz
gi; jest w tym wypadku macierzg jednostkowa. W wielu problemach mozna zatem zapo-
mnie¢ czy mamy do czynienia z wektorem czy z kowektorem. Gdy chcemy jednak uzywac
krzywoliniowych uktadow wspoétrzednych, lub gdy przestrzen nie jest ptaska i po prostu
nie istnieja w niej uktady kartezjanskie, mylenie wektoréw z kowektorami moze prowadzic¢
do bolesnych pomytek.

2) Izomorfizm miedzy skalarami a multi-kowektorami najwyzszego rzedu (zwanymi tez
gestosciami skalarnyms).

[zomorfizm ten jest dany przez forme objetoéci: w kazdym punkcie x € M liczbie
c przypisujemy multi-kowektor cw(m)(x), gdzie wqy)(x) jest wartosciag formy objetosci w
punkcie x.

Jesli skorzystamy z tego izomorfizmu globalnie, to funkcji f okreslonej na M przypi-
szemy forme rézniczkowa najwyzszego rzedu oznaczang *f, dang wzorem:

*f = fwim) -

Jedli (71,...,7™) jest uktadem wspéhrzednych zgodnych z orientacja M, to mamy:

xf = fy/det(gij) dri Adr? AL AdT™ .

Odwrotnie: dowolna m-forma «a,,) na M jest postaci
Q) = ddrt AdTEA L A dT™

a zatem jest proporcjonalna do formy objetosci:

A(m) = W(m) -

det(gi;)
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Mozna jej wiec jednoznacznie przypisa¢ funkcje, ktérej wartos¢ w kazdym punkcie jest
réwna temu wspolczynnikowi proporcjonalnosci. I to odwzorowanie oznaczymo “gwiazdka”
Hodge’a:

__ 9
*Oz(m) : \/m .

Latwo pokazac, ze gdy uzyjemy innego uktadu wspotrzednych to zaréwno licznik i mianow-
nik tego wyrazenia pomnozy sie przez ten sam czynnik — Jacobian macierzy pochodnych
nowych wspoétrzednych po starych — a zatem definicja funkcji *a,,) istotnie nie zalezy od
wyboru uktadu wspolrzednych. Z samej definicji wynika, ze “xx =id” (operator identycz-
nosciowy).
3) Izomorfizm miedzy wektorami a multi-kowektorami rzedu o jeden nizszego niz maksy-
malny (zwanymi tez gestosciami wektorowyms).

I ten izomorfizm oznaczymy gwiazdka Hodge’a. Jest on dany przez forme objetosci
nastepujacym wzorem:

x X =< W(m);X,-,---,- > .

Poniewaz forma w(,,) ma m “slotéw” na wstawianie wektoréw, wigc gdy pierwszy z nich
zostal zajety przez wektor X, pozostanie nam forma z (m — 1) wolnymi “slotami”, czyli
(m — 1)-kowektor. W sposéb oczywisty definicja ta rozszerza sie do izomorfizmu p6l wek-
torowych i (m — 1)-form rézniczkowych. Wybierajac dowolny (zgodny z orientacja!) uktad
wspotrzednych mamy:

0 0
— =< /detgdr' AL AdT™
*872 < etg art™ A /\7',872,, ,r >
= +/detg (=) Vdrt A AdFTEAdIFE A AdT™

(pominiety zostal czynnik i-ty). Konsekwentnie, jesli

X_X(%'i

jest polem wektorowym, to odpowiadajaca mu (m — 1)-forma ma postac:
«X =/detg Y X*(=1)0"Vdrt A AdrTE AAETTE AL AT
i=1
Powyzszy wzor mozemy nieco uprosci¢ stosujac w zapisie catkowicie antysymetryczny sym-
bol €;1;2 ;m wprowadzony przez wloskiego matematyka T. Levi-Civitta:

€2 m = 0 jesli wskazniki powtarzaja sie,

€12 ;m = znak permutacji, jesli nie powtarzaja sie.
Wtedy mozemy napisac

-1

1 ‘ |
e mm)(21 €142, im dre A AdF
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Przyklad. W przestrzeni o wymiarze 3 powyzsze odwzorowanie przypisuje wektorom
2-formy. Ogdlne wzory wyprowadzone powyzej redukuja sie do nastepujacych:

= /detg dr? Adr3
= /detg dr3 Adrt
8— = /detg drt A dr?

8—
6—

oraz:
.0 1 , .
>|<(X’a ) = ix/deth’eijdeJ Adr*
Tt

gdzie
€k = 0 jesli wskazniki powtarzaja sie,
€5k = znak permutacji, jesli nie powtarzaja sie.
Odwzorowanie odwrotne, przypisujace (m — 1)-formom rézniczkowym (“gestosciom
wektorowym”) pél wektorowych tez bedziemy oznaczali gwiazdka Hodge’a. Znajdziemy

teraz bezposredni wzér dajacy to odwzorowanie w przypadku trojwymiarowym. Niech
bedzie dana dwuforma

1 .
o= §ajkd7=7 A drF
Poszukujemy jej odpowiednika w postaci

0

R
*xQy = aTl

Zgodnie z tym, co powiedzieliémy poprzednio, pole to musi spetnia¢ rownanie xY = «, to

znaczy musi zachodzi¢:
/EPpRYY
Qi = deth €k -

Latwo sprawdzié, ze nastepujace pole wektorowe:

spelnia to réwnanie. Rzeczywiscie, wstawiajac to pole do prawej strony poprzedniego row-
nania otrzymujemy:

\/det =

gdzie wykorzystalismy tatwa do sprawdzenia tozsamos¢:

(5§"’(5k o ) Qmn = Qi

N

l
i
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9. Interpretacja fizyczna calek z form rézniczkowych
1) Rozmaito$é¢ zerowymiarowa to punkt (lub kolekcja punktéow). Wybdr orientacji takiej

rozmaitosci polega na wyposazeniu kazdego punktu w znak “+” lub “-”. Catka z zeroformy
(czyli funkcji) f po takiej zorientowanej rozmaitosci to suma wartosci f w tych punktach,
wzietych ze znakami “4” lub “-”, zaleznie od orientacji.

2) Rozmaito$¢ jednowymiarowa v to krzywa. Orientacja to “zwrot”, czyli informacja w
ktora strong “mamy si¢ porusza¢”. Brzeg 0 to dwa punkty: koniec krzywej wyposazony w
znak “+” oraz jej poczatek wyposazony w znak “-” (jesli krzywa jest zamknieta, to punkty
te “znosza si¢”, tzn. brzeg jest réwny zeru). Calka z jednoformy a po v jest réwna pracy
pola wektorowego a™ po tej krzywej, bowiem wybierajac dowolny parametr 7 na krzywej
zgodny z orientacjg mamy na mocy definicji operacji #:

/a:/<a,g>d72/<a#‘2)d7
y . or . or
o

a to jest wlasnie praca pola na krzywej. Aby si¢ o tym przekona¢ podzielimy wektor -
przez jego dtugosé. W ten sposéb otrzymamy unormowany wektor styczny do krzywej:

‘a 19
t =

ar|| or-
Ale przeciez dlugosé tego wektora jest rowna pierwiastkowi z (jednowymiarowego!) wy-
znacznika macierzy tensora metrycznego na +y:

_ Q‘Q
N or'or )’

0
ds := HEH dr

9
ot

Oznacza to, ze

jest (jednowymiarowa) forma objetosci na «y, czyli — jak to sie czesto méwi — miara dtugodci.
W przypadku jednowymiarowym zamiast oznaczenia w(;) uzywa si¢ wlasnie symbolu ds.

Mamy zatem
/a:/(a#}t)ds.
v v

Funkcja podcatkowa jest réwna rzutowi pola a# na kierunek przesuniecia, za$ ds jest
wlagnie owym “przesunieciem”. Oznaczajac o =: X mozemy réwniez zapisaé¢ prace pola

X jako catke z jedno-formy X°:
/(X|t)ds :/Xb :
gl gl

3) Catka z formy (1) po (m—1)-wymiarowej, zorientowanej powierzchni D w przestrzeni
Riemanna jest rowna strumieniowi pola wektorowego *a(,,_1) przez t¢ powierzchnig:

/O%m—l):/ (*a(m-1)|n) do
D D
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gdzie przez n oznaczyliSmy unormowany, zorientowany wektor normalny do powierzchni D
za$ przez do — forme (m —1)-wymiarowej objetosci na D. Forme te oznaczaliSmy w naszym
wykladzie zazwyczaj przez w(,,_1), jednak chcemy tutaj nawigza¢ do oznaczen uzywanych
w tekstach fizycznych i inzynierskich a takze w starszych tekstach matematycznych.

Dla danej powierzchni mamy do wyboru dwa rézne, przeciwnie skierowane wektory
normalne do powierzchni. W powyzszym wzorze bierzemy jeden z nich, jednoznacznie
wyznaczony przez orientacje powierzchni D oraz orientacje catej m-wymiarowej przestrzeni
w ktorej “zyja”’ rozwazane obiekty. Procedure wyboru tego “dobrego” wektora normalnego
opiszemy nieco poznie;j.

Aby wykazaé powyzsza tozsamosé parametryzujemy powierzchnie D przy pomocy
(m — 1) parametréw, ktore oznaczamy (72,...,7™). Dobieramy réwniez dodatkowy para-
metr 71 — staly na D, tak by otrzymaé (zgodna z orientacja) mape w calej m-wymiarowej
przestrzeni (jako 7! mozna wzigé np. funkcje G, definiujaca D jako powierzchnie (m-1)-wy-
miarowa w m-wymiarowej rozmaitosci M). Oznaczmy jeszcze *Q (1) =: X. Ze wzoru na
forme dualna o = *X wynika, ze do catki z formy o wejdzie jedynie czton postaci

Vdetg X1 dr2 A AdT™ .

Oznaczmy przez ¢ tensor metryczny na D. Jest to (m — 1)-wymiarowa macierz, ktérej
elementy sg rowne elementom macierzy g;; dla ¢ oraz j przebiegajacych wartosci od 2 do
m. 7 elementarnej algebry mamy wzér na element macierzowy macierzy odwrotnej:

1 _ detg
detg

Oznacza to, ze wyrazenie podcatkowe mozemy przepisa¢ do nastepujacej postaci:

Xl 1
—= Vdetg dr? A - AdT™ =

Vo' Vo'

Pokazemy, ze utamek poprzedzajacy forme powierzchni do na D jest rzeczywiscie rowny
rzutowi pola X na wektor normalny, skierowany w strone wzrostu zmiennej 71. I rzeczy-
wiscie:

do .

Xt =<dr!, X >= ((drH)#|X) .

Oczywiscie wektor (d7!)# jest ortogonalny do powierzchni D bowiem jego iloczyn skalarny
z wektorami stycznymi do tej powierzchni znika:

0 0
<(d71)#‘ﬁ) =< d'Tl, W >= (5]}: =0

dla k =2,3,...,m. Tymczasem /¢! jest dlugoscia tego wektora, bowiem
g't = (drt|dr!) = ((drh)*|(ar")*) .
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Ostatecznie wigc otrzymujemy pod catka iloczyn skalarny wektora X z unormowanym
wektorem stycznym:
@arh)y#* _ (drH)*

gt |[arh#|]

Zauwazmy przy tym, ze “automatycznie” wyjasniliSmy sprawe zwrotu wektora normalnego.
Jest ona wyznaczona przez orientacje powierzchni D, ale zalezy réwniez od orientacji calej
m-wymiarowe]j przestrzeni w ktorej “zyja” nasze obiekty.

Wykazany powyzej zwiazek miedzy strumieniem pola przez powierzchnie zorientowana
a calka z dualnej (m — 1)-formy mozemy tez przepisaé¢ nastepujaco:

/D(X\n)da:/D*X.

4) Calka z funkcji skalarnej f wzgledem miary objetosci jest rowna calce z m-formy *f:

/Ddez/D*f,

gdzie znéw oznaczyliémy forme objetosci przez dV, aby nawiazaé¢ kontakt z tekstami o
nieco mniej geometrycznym charakterze.

n:—

Orientacja wewnetrzna i zewnetrzna powierzchni. Uzyta w punkcie 3. metode
wyboru “wtasciwego” wektora normalnego n do powierzchni wymiaru o jeden mniejszego
niz cala przestrzen warto opatrzy¢ nastepujacym komentarzem. Wybor jednego sposrod
dwdéch wektoréw normalnych nazywa sie zewnetrzng orientacjg powierzchni. Jest to — jak
gdyby — wskazanie odpowiedniej “strony” powierzchni (np. wypuktej lub wklestej strony
powierzchi sferycznej, gdy wektor normalny wybierzemy na zewnatrz lub odpowiednio do
wewnatrz kuli. Dotychczas rozwazane pojecie orientacji nazywa si¢ orientacja wewnetrzng
powierzchni. Np. na powierzchni dwuwymiarowej wybor takiej orientacji to decyzja “w
ktora strone maja sie kreci¢ wskazowki zegara”. W ogédlnosci nie ma zadnego zwiazku
miedzy tymi dwiema orientacjami. Jesli jednak cata m-wymiarowa przestrzen w ktorej sie
to wszystko dzieje jest sama zorientowana, wtedy istnieje kanoniczny izomorfizm miedzy
orientacjami wewnetrznymi i zewnetrznymi. W punkcie 3. uzyliSmy wtasnie tego izomor-
fizmu. Mozna go pokrétce okresli¢ nastepujaco: jesli 7 jest dowolng funkcjg stata na D o
nieznikajacej pochodnej, to zachodzi jedna z dwéch mozliwosci:

dr TWim)
—  ANdo =
lar]] © %7 {mb ~Wm)

gdzie do jest forma (m — 1) wymiarowej objetosci na D, wyznaczona przez orientacje
powierzchni za$ w(,,) jest forma m-wymiarowej objetosci w calej przestrzeni, wyznczona
przez jej orientacje. Jesli zachodzi przypadek ze znakiem plus, to wektor n wybieramy w
kierunku wzrostu wspotrzednej 7, tzn. ktadziemy

(dr)*
|dr]|

n:=
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a w przypadku przeciwnym wybieramy wektor przeciwny. W ten sposob, jesli w trojwy-
miarowej przestrzeni wybierzemy np. orientacje prawoskretna, to orientacja wewnetrzna
powierzchni (kierunek obrotu wskazéwek zegara na powierzchni) jednoznacznie wyznacza
jej orientacje zewnetrzna (kierunek przesuwania sie prawoskretnej $ruby, kreconej zgodnie
z orientacja wewnetrzna).

Cwiczenie. Niech V bedzie obszarem tréjwymiarowym, na ktérego powierzchni 9V dziata
ci$nienie p = p(z,y, z). Oznacza to, za na element powierzchni o polu “do” dziala sita

AF = —np do

(znak “minus” wynika z tego, ze sila skierowana jest do wewnatrz obszaru). Jej skltadowe
w kierunku poszczegdlnych osi sa rowne:

e 0
AF* = (AF|5-).

0

Y = —
AFY = (AF|Z)

. 0

Aby znalezé¢ wypadkowa site dzialajaca na cata powierzchnie obszaru V', nalezy catkowaé
te wielkosci po V. Oznaczmy t¢ wypadkowa przez

X Yy z

Mamy zatem:

0 0
F‘r:—/ p—nda:—/p*—:—/ p-dy Adz .
av( 35’3|) oV Ox v

Fy:—/ p-dz Adz
ov

Podobnie

Fz:—/ p-dx Ady .
ov

Jesli p jest cisnieniem hydrostatycznym dzialajacym na ciato zanurzone w cieczy:
p=—Dgz

to z twierdzenia Stokesa otrzymujemy:

Fm:Dg/ z-dy/\dz:Dg/ d(z-dyAndz) =0

oV 1%

Fy:Dg/ z-dz/\d:c:Dg/ d(z-dzAdz)=0
oV 1%

FZ:Dg/ z-da:/\dy:Dg/ d(z-da:/\dy):Dg/da:/\dy/\dz:Dg\V|
oV 1% 1%
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gdzie przez |V| oznaczyliSmy objeto$¢ ciala V. Ostatnia liczba jest réwna ciezarowi cie-
czy wypartej przez cialo V. W ten sposéb wyprowadziliémy prosto prawo Archimedesa z
twierdzenia Stokesa.

10. Analiza wektorowa
1) Gradientem funkcji f na rozmaitoéci Riemanna nazywamy pole wektorowe gradf dane
wzorem

gradf := (df)* .

W dowolnym ukladzie wspétrzednych (7¢) mamy zatem — zgodnie ze wspétrzedniows re-
prezentacja operacji “#” oraz “d” — nastepujacy wzor na sktadowe pola gradf:

L Of

(gradf)’ = 9”% .

2) Dywergencja pola wektorowego X na rozmaito$ci Riemanna nazywamy funkcje div.X

dang wzorem
divX :=xd*x X .

Wy ”

Zgodnie ze wspolrzedniowa reprezentacja operatoréow “x” i “d” otrzymujemy nastepujacy

s N o . O .
wzor na dywergencj¢ pola X = X' 57

.1 D ;
divX = o o (Vaetg x*) .

3) Laplasjanem (lub operatorem Laplace’a — Beltramiego) na rozmaito$ci Riemanna nazy-
wamy operator rézniczkowy drugiego rzedu A dzialajacy na funkcje skalarne, dany wzorem:

Af =div gradf .

Ze wspoétrzedniowych wzoréw na operatory gradf i divX wynika nastepujaca tozsamosé:

1 0 . Of
Af = : Y.
/ detg OT° ( detg g (97'3)

Z naszych rozwazan wynika, ze powyzszy wzér da ten sam wynik, niezaleznie od wyboru
uktadu wspoétrzednych, w ktéorym wykonujemy te operacje. Na pierwszy rzut oka wcale nie
widaé tej niezaleznoéci: zarowno pochodne czastkowe funkcji f jak i sktadowe tensora me-
trycznego transformuja sie w skomplikowany sposéb, a ich pierwsze i drugie pochodne — w
jeszcze bardziej skomplikowany — przy przejsciu od jednego do drugiego uktadu wspotrzed-
nych. Tymczasem my wiemy ze wynik tych operacji nie zmienia si¢ przy takiej zamianie.
Dowod tej niezmienniczosci explicite, z wlasnoéci transformacyjnych rozwazanych obiektow
jest bardzo waznym ¢wiczeniem, ktére stanowczo polecam wszystkim.

4) W tréjwymiarowej przestrzeni Riemanna mozna jeszcze okresli¢ operator rotacji, ktory
polu wektorowemu X przypisuje pole wektorowe rotX dane wzorem:

rotX = xdX"
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(w ksiazkach angielskojezycznych zamiast symbolu “rot” uzywa sie symbolu “curl”). Obiekt
X" jest zawsze jednoforma zatem jego rézniczka — dwuforma. Aby zatem gwiazdka Hodge’a

wyprodukowala z niej znéw pole wektorowe musi by¢ m = 3.
Zgodnie z poznana wspolrzedniows reprezentacja uzywanych operacji mamy w dowol-
nym uktadzie wspotrzednych:

0
or?
opuszczamy wskazniki:
)(b = (Xigij)dﬂ'j
rozniczkujemy

- 1 . . .
= 5 (X'giy)dr" Adr7 = S[0k(X'gij) — 0;(X"gux)Jdr" A dr?

X = X?

dx’

Ostatecznie wigc:

Laplasjan we wspolrzednych sferycznych.
Jesli na poczatku wybraliSmy orientacje prawoskretna (z,y, z), to teraz przy nowej
parametryzacji wybieramy (7, 9, ¢)

0 . 0 . . 0 0
i sin(O) Cos(gp)% + sin(O) sm(gp)a—y -+ COS(@)&
0 9] . 0 , 0
26 =" cos(0) cos(gp)% + rcos(©) Sln(gp)a—y -7 Sln(@)&
0 : : 0 0
90 rsin(0)(— sm(gp)% + Cos(gp)a—y)

Zgodnie z naszymi poprzednimi wynikami otrzymujemy nastepujace macierze g;; i od-
wrotna do niej g¥:

1 0 0 1 0 0
gij = 0 T2 0 g” = 0 Tiz 0
0 0 7r%sin*0O 0 0 =g
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Wynika stad, ze mamy det g = r*sin? ©. Wobec tego:

1

Vdetg

= m ((%(7‘2 sin(©)0,.f) + de (r? sin(@)riz(?@f) + 8(p(r2 sin(O)

Af = 3¢< detg gijﬁjf>:

1
72 sin%(0O)

0.))=

1 . 1
sin(@) PO T a6
2 1 1 : 1
= (0 + ;&«)f + = Lin(@)ae(sm(@)ﬁef) + 783f

72 sin?(©)

1
= 50,(%0,.1) + 02 f =

Operator:

1 . 03 f
sin(@) e tin(©)def) + sin2(0)

=A@

zalezy tylko od katow. Latwo widaé, ze jest to dwuwymiarowy laplasjan na sferze o promie-
niu r = 1. A zatem tréjwymiarowy laplasjan we wspotrzednych sferycznych mozna zapisaé
w postaci:

2 1
A= (93 + -0, + —2A(2)
r r
Gradient we wspélrzednych sferycznych.

(gradf)’ = g”9; f
(gradf)" = O,.f

(glradf)9 = %8@]‘

1
(gradf)® = m&pf
0 1 0 1 0
gradf = (8rf>a_ +3 (3®f)% + m@"ﬁ%

Rotacja we wspoélrzednych sferycznych.

Ogélnie mamy:

(rotX)l = ek Bk(Xigij)

Vdetg
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A zatem:

(rotX)" = mem‘mk()ﬁgij) =
= m (ae(Xigw) - 8@(Xigi@)):

1 0.2 .2 ©,2) )| —
= m(@g()( r“sin®(©)) — 0, (X °r ))—
~ ey (P si(©) - 0,(x°) )

B 1 . sin(O) o 2
(rotX)® = ma@){ -5 O (XY
(rotX)? = m (ar(Xigz@) - a@(Xigir)):
— m (&(XGTZ) - 3@(X77)

Uwaga. Z tozsamos$ci “dd= 0” wynika natychmiast, ze rot grad = 0 oraz div rot = 0.
Mamy bowiem:

rot gradf = rot((df)¥) = *d((df)#)’ = *ddf = 0
div rotz = *d * [*d(X)"] = *dd(X)’ =0

Lemat Poincaré tlumaczy sie zatem na nastepujace wnioski:

1) Pole bezwirowe (tzn. takie, ktérego rotacja znika) jest lokalnie gradientem tzn. ma
lokalny potencjat skalarny.

2) Pole bezzrédlowe (tzn. takie, ktérego diwergencja znika) jest lokalnie rotacja tzn.
ma lokalny potencjal wektorowy.

W trywialnych topologicznie przestrzeniach istnienie tych potencjatéw jest rowniez
zapewnione globalnie.

Uzywajac interpretacji fizycznej catek z form rézniczkowych jako pracy pola wzdtuz krzy-
wej czy strumienia pola przez powierzchcnie, mozna wszystkie trzy przypadki twierdzenia
Stokesa w przestrzeni trojwymiarowej przepisac jak nastepuje:
1) Gdy jako zero-forme () wzia¢ funcje f, oraz gdy v jest krzywa laczaca punkt a z
punktem b (tzn. gdy zachodzi 0y = +{b} — {a}) otrzymujemy

/ (gradflt)ds = £(b) — f(a) .

2) Gdy jako jednoforme wezmiemy ;) = X > gdzie X jest polem wektorowym, twierdzenie
Stokesa dla dwuwymiarowej powierzchni D daje:

/D(rotX|n)da:/ (X|t)ds .

oD
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3) Gdy jako dwuforme wezmiemy c o) = *X, gdzie X jest polem wektorowym, twierdzenie
Stokesa dla trojwymiarowego obszaru V' daje:

/diVX dV:/ (X|n)do .
\%4 ov
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