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Euroattractor: on random dynamical systems

Dyskretne uktady dynamiczne z jednej strony sta-
nowia szybko rozwijajacy sie dzial matematyki [1],
a z drugiej sa uzywane przez fizykéw do modelowania
bardziej ztozonych proceséw fizycznych. Analiza takich
prostych odwzorowan odcinka w odcinek, jak odwzo-
rowanie logistyczne, przesuniecie Bernoulliego czy od-
wzorowanie namiotowe, umozliwita zrozumienie i opi-
sanie zjawiska chaosu w ukladach nieliniowych [2-5].

Odwzorowania dyskretne naleza do klasy uk-
ladéw deterministycznych: dowolny punkt po-
czatkowy ukladu okredla jednoznacznie jego trajekto-
rie. W niniejszym artykule przedstawimy idee uktadu
iterowanych odwzorowan (ang. iterated function sys-
tems, IFS), ktéry stanowi pewne uogdlnienie dyskret-
nego uktadu dynamicznego. Rozwazmy zbiér k dys-
kretnych odwzorowan f;: Q@ — Q, i = 1,...,k, prze-
ksztalcajacych zbiér Q2 w siebie. Przed kazdym kro-
kiem wybieramy w sposéb losowy jeden uktad dy-
namiczny, ktéry bedzie uzyty w danej iteracji. Wy-
bér ukltadu f; nastepuje z zadanym prawdopodo-
bienstwem p;, przy czym spelniony jest warunek
Zlepi = 1. Uklad iterowanych odwzorowan, zdefi-
niowany w ten sposob, jest stochastyczny: dyna-
mika zalezy od czynnika losowego okreslajacego, ktore
odwzorowanie, spo$rdéd k mozliwych, zostanie wyko-
rzystane w danym kroku iteracji.

Rozwazmy prosty przykilad IFS-u sktadajacego
sie z dwbéch odwzorowan:

filzx) =x/3 oraz fo(z)=(x+2)/3, (1)

zdefiniowanych na odcinku jednostkowym Q = [0, 1].
Obydwa prawdopodobienstwa sa sobie rowne i wyno-
sza p1 = p2 = 1/2. Trajektorie rozpoczynajaca sie
w dowolnym punkcie xy € () generujemy w naste-
pujacy sposob: z rownym prawdopodobienstwem losu-
jemy jeden z ukladow, a wylosowany uklad, dzialajac
na xg, wyznacza punkt x;. Kolejny krok iteracji po-
lega na ponownym losowym wybraniu uktadu, ktéry
okresli punkt zo = f(x1) przy zalozeniu, ze zmienne
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losowe sa od siebie niezalezne. Taki schemat poste-
powania odpowiada losowej wedréwce ulicami miasta,
gdy na kazdym skrzyzowaniu rzucamy (odpowiednia)
kostka, aby okresli¢ kierunek dalszego marszu. W ten
sposéb mozna modelowaé procesy fizyczne, w ktorych
dynamika przez pewien czas jest deterministyczna, ale
wybér rodzaju oddziatywania zalezy od niekontrolo-
wanego czynnika przypadkowego.

Zrealizujmy za pomoca komputera przykladowa
trajektorie ukladu losowego (1). Iteracje rozpoczy-
namy z dowolnego punktu zg, a na odcinku [0, 1] ozna-
czamy tylko drugi tysiac punktéw, {1001, - - -, 2000}
W jaki ksztalt ulozg sie punkty na ekranie? Powtarza-
jac kilkakrotnie takie do$wiadczenie numeryczne zaob-
serwujemy, iz niezaleznie od wyboru punktu poczat-
kowego i konkretnej realizacji procesu losowego ob-
razy powstajace na ekranie sa nie do rozrdznienia.
Co wiecej, powstajacy obraz ma skomplikowana struk-
ture fraktalnego zbioru Cantora, pomimo ze dynamika
kazdego z ukladéw z osobna jest prosta i tatwa do
opisania: kazde odwzorowanie ma jeden przyciagajacy
punkt staly, (f1)"(x) — 0 oraz (f2)"(z) — 1.

Dynamike danego IFS-u mozna réwniez opisy-
waé, analizujac ewolucje gestosci (lub ogdlniej, miar
probabilistycznych) zadanych na zbiorze 2. Zalézmy,
ze poczatkowa gestosé jest jednorodna, tzn. vo(x) =1
dla € [0,1]. Jak bedzie wygladala gesto$¢ ~1(x)
po jednokrotnej iteracji uktadem iterowanych odwzo-
rowan? Otrzymanie odpowiedzi ulatwi wprowadze-
nie operatora Markowa, stowarzyszonego z kazdym
IFS-em. W najprostszym przypadku, gdy wszystkie
odwzorowania f; sa odwracalne, operator Markowa M
opisujacy ewolucje gestosci v jest zdefiniowany wzo-
rem [6,7]

af;!

dz |’ 2)

K
Mbl(e) = Y ni @ @)

gdzie x € Q. W analizowanym przykltadzie obrazem
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gestosci jednorodnej o (z) jest v1 = Mo, czyli ge-
sto$é jednorodna w kazdym z przedzialéw: [0, 1/3] oraz
[2/3,1]. W kolejnej iteracji powstaje gestosé vz, jedno-
rodna na czterech przedziatach o dtugosci 1/9, a w gra-
nicy asymptotycznej otrzymamy osobliwg miare praw-
dopodobienstwa u, skoncentrowang na fraktalnym
zbiorze Cantora, jak ilustruje rys. 1. Zbiér ten ma
wlasnosci samopodobne, gdyz powiekszajac trzy-
krotnie lews cze$é zbioru, zawarta w odcinku [0,1/3],
otrzymamy caly zbior.

Rys. 1. Cztery kolejne iteracje poczatkowej miary jedno-

rodnej na odcinku jednostkowym. Kolejne miary sa co-

raz bardziej podobne do miary niezmienniczej ps« [FS-u
zdefiniowanego wzorem (1).

Punkty okreslone przez dowolng trajektorie gene-
rowang przez IFS (1) utworza na ekranie zbiér Cantora
(a $cisle méwiae, jego dowolnie dobre przyblizenie),
gdyz miara Cantora u, jest miarg niezmiennicza ope-
ratora Markowa, p, = M[u.]. Jest to miara przycia-
gajaca, tzn. rozpoczynajac iteracje z dowolnej miary
poczatkowej v otrzymamy w granicy miare Cantora,
lim,, oo M™[v] = u.. Takie przyciagajace miary nie-
zmiennicze nazywamy atraktorami uktadu, choé
niekiedy ta nazwa dotyczy tez zbioréw niezmienni-
czych, czyli no$nikéw miary niezmienniczej.

Interesujacym problemem matematycznym jest
podanie warunkéw wystarczajacych, aby dany IFS
mial tylko jedna miare przyciagajaca. Mozna wy-
kazaé [8], ze przy stalych prawdopodobiefistwach p;
warunkiem wystarczajacym istnienia atraktora dla
danego iterowanego ukladu odwzorowan jest wita-
sno$¢ zwezania (kontrakcji), spelniana przez kazde
z odwzorowan f;. Oznacza to, ze istnieje taka liczba
L < 1 (stala Lipschitza), ze dla kazdej pary punk-
téw x,y € Q spelniony jest warunek: d(f;(x), fi(y)) <
Ld(x,y). IFS spelniajacy te wlasno$é nazywany jest
hiperbolicznym, aprzyklad (1) nalezy do tej klasy
(ze stala L = 1/3 dla obu odwzorowan).

Zbiory niezmiennicze pewnej klasy iterowanych
ukladéw odwzorowan maja witasnosci fraktalne. IFS-y
dzialajace w przestrzeni dwuwymiarowej moga stuzy¢
do tworzenia grafiki komputerowej oraz projektowania
sztucznych krajobrazéw i graficznych efektéw specjal-
nych [8,9]. Innym zastosowaniem iterowanych uktadéw

odwzorowan moze by¢ kodowanie lub kompresja infor-
macji graficznej: zamiast zapamietywaé rysunek bit po
bicie, mozna probowaé znalezé¢ uklad, ktérego miara
niezmiennicza dobrze przybliza kodowang informacje,
a nastepnie przesylaé liczby definiujace IFS. Na pod-
stawie otrzymanych danych odbiorca mozna odzyskaé
zakodowang informacje graficzng przez iterowanie tak
zdefiniowanego ukladu.

Zanim przedstawimy przyktad IFS-u dopasowa-
nego do danej informacji graficznej, przedstawimy jego
proste uogélnienie. W standardowej definicji IFS od-
wzorowania f; przeprowadzaja cala przestrzen (2 na
nia sama. Zrezygnujmy jednak z tego wymogu i dopu-
$¢my szersza klase odwzorowan. Dla kazdego odwzoro-
wania f; zdefiniujmy zbiér X; C Q, ktéry zostaje od-
wzorowany na przestrzen  (f;:X; — ). Natomiast
punkty nalezace do dopelnienia tego zbioru (tj. nale-
zace do zbioru Q\X}) sa odwzorowywane poza prze-
strzen  (rys. 2).

Q Q
fi(X)
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fim/xi)\'

Rys. 2. Ilustracja dzialania odwzorowan dopuszczalnych

dla uogélnionych IFS-éw. Dla odwzorowania f; kazdy

punkt nalezacy do zbioru Xj jest odwzorowywany na

pewien punkt z przestrzeni €. Punkty nienalezace do
zbioru Xj sa usuwane poza €.

Jako przyklad zdefiniujmy uogélniony IF'S, skta-
dajacy sie z 13 odwzorowan f; zdefiniowanych na czwo-
rokatnych podzbiorach X; kwadratu jednostkowego,
Q = [0,1]%, o jednakowych prawdopodobienstwach,
p; = 1/13, i =1,...,13. Kazde odwzorowanie f; jest
afiniczne i zadane przez macierz 2 x 2 przeksztalce-
nia liniowego oraz wektor translacji. Wartosci para-
metréw wszystkich odwzorowan znalez¢ mozna w pre-
princie [10], natomiast rys. 3 pokazuje wybrane ite-
racje miary poczatkowej, ktéra jednorodnie pokrywa
kwadrat jednostkowy. Juz szésta iteracja tej miary nie
jest numerycznie odréznialna od siédmej iteracji (i na-
stepnych), a wiec moze byé¢ traktowana jako dobre
przyblizenie miary niezmienniczej. Ksztalt zbioru nie-
zmienniczego (nosnika miary niezmienniczej) uzasad-
nia nadanie ukladowi nazwy Euroatraktor'. Chociaz
nie jesteSmy w stanie udowodnié, ze w takim ukladzie
istnieje dokladnie jedna miara niezmiennicza, wyniki

I Do zdefiniowania tego uktadu zainspirowata nas konferencja , Euroattractor” zorganizowana przez prof. W. Klo-
nowskiego z Instytutu Biocybernetyki PAN w Warszawie w czerwcu 2002 r. (patrz hrabia.ibib.waw.pl/ euroattractor).
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numeryczne hie s sprzeczne z taka hipoteza?: dla do-
wolnego zbioru warunkéw poczatkowych uktad dazy
do atraktora przedstawionego po lewej stronie u dotu
rys. 3...
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Rys. 3. Euroaktraktor. Po prawej kolejne obrazy miary

jednorodnej na calym kwadracie jednostkowym, po lewej

— noéniki tych miar. Juz szoésta iteracji miary jednorod-

nej przez operator Markowa stanowi dobre przyblizenie
miary niezmienniczej.

Naszkicowana teoria iterowanych ukladéw od-
wzorowan jest wciaz przedmiotem badan matema-
tycznych, dotyczacych gléwnie istnienia przyciagaja-
cych miar niezmienniczych. Iterowane uklady odwzo-
rowan moga by¢ tez uzyteczne przy obliczaniu ca-
tek po miarach fraktalnych [7]: calka po mierze .,
ktoéra jest przyciagajaca miarg niezmiennicza pewnego
IFS-u, jest réwna granicy ciagu calek po miarach vy,
gdzie vy jest dowolng miara (gestoscia) poczatkowa,
a kolejne miary sg zadane przez operator Markowa,
Vp = M"™]. Ta metoda umozliwia analityczne ob-
liczenia entropii dynamicznej dla wybranych uktaddéw
jednowymiarowych [11].

Z punktu widzenia fizyka IFS stanowi ciekawy
model dynamiczny, w ktérym wystepuja elementy de-
terministyczne i stochastyczne. Takie podejscie stuzyé
moze np. statystycznemu opisowi badanego uktadu,
przy zalozeniu, ze okresowe oddzialywanie z otocze-
niem wlaczane jest w sposob losowy. Formalizm IFS,
uogdlniony na grunt mechaniki kwantowej [12], moze
by¢ wykorzystany do analizy pewnej klasy otwartych
uktadéw kwantowych.
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2 Patrzac na zmiany polityczne zachodzace ostatnio w Europie, mozna sie zastanawiaé, czy Unia Europejska stanie
sie globalnym atraktorem przyciggajacym wszystkie kraje naszego kontynentu?
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